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: La estructura diddctica en conjunto de la presente edicion pertenece al Colegio de -
$ C’ Bachilleres del Estade de Oaxaca.

: Queda prohibida la repreduccion o transmisién total o parcial del contenido de
: la presente obra en cualesquiera formas, sean electrdnicas o mecdnicas, sin el
) COBAO consentimiento previo y por escrito del Editor.
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Asignatura: Grupo:

Plantel:

Nombre del docente:

Datos del Estudiante

Nombre completo:

Objetivos del semestre:

Tus frases del semestre:

“No estudio para saber mds, sino para ignorar menos” - (Sor Juana Inés de la Cruz).

.
.
*
.
=
.
.
.

el i R e B e e mi gy

3szxh2229 P9 sLsrusccoerrsPI2Acc0cesIIEsIaTeCac treesrarsocas secostrresaces soesssc0cce sevvoerrnaane cesscesecrrnac

<

COBAO




PROGRESION

PROGRESION

@ /

COBAQ -

Genera intuicion

fendmenos

Revisa situaciones y

‘L_

g

¢ Analiza de manera
* intuitiva

. Analiza la grédfica

PROGRESION

PROGRESION




PROGRESION

Conceptualiza

PROGRESION

: Identifica y
izquierda ¢ 5 | contextua li Zd

PROGRESION

Interpreta diferentes
perspectivas y métodos

Encuentra de
manera heuristica

2hr 52 min
191 km

A




PROGRESION [ «

Selecciona una
problematica

| PROGRESION

Explica y socializa

PROGRESION

Resuelve problemas
de su entorno o

de otras dreas del
conocimiento

B PROGRESION

Examina la grafica

COBAO




PROGRESION §

Analiza y describe un
fenédmeno

Selecciona una
problemdtica,
situacién o
fenémeno

PROGRESION

Considera y revisa
algunas ideas
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La actualizacién del Marco Curricular Comun bajo el enfoque humanista de la Nueva Escuela
Mexicana nos permite visualizar al Pensamiento Matemdtico como un recurso sociocog-

awvasussnvuas”

nitivo que coadyuva al acceso de las diversas dreas del conocimiento y por consiguiente
nos abre el abanico de oportunidades para estudiar y analizar los diversos topicos, para el
desarrollo de habilidades y conocimientos donde los jévenes estudiantes puedan llegar en

earusamea

© muchos casos al modelado de la situacién y proponer alternativas de solucién o abordaje

"

de las mismas.

BpBese Al

Bajo la propuesta constructivista establecemos situaciones que permitan al estudiante de
tercer semestre utilizar de manera éptima sus conocimientos previos sobre las matemdticas
y pueda transferirlos al momento presente en el andlisis y solucién de problemas plan-
teados utilizando las leyes y principios numeérico, algebraicos, geométricos como recurso
sociocognitivo en la construccién del pensamiento variacional.

GenAdUBRRESREABSER R A S

-

PhasGmAabA ke AUEAUBUENBORRERNERB T

ameww

LR TS XY

COBACO

N ®
“eamsmsanEd



nEeeseddsbEBRAd O ENEEOARAN NS EaRARODUBBEAT AR TRUBBNETARS N B EO Y

B S ABE RS RN RS S U N B RS

L e SesysseseansnIErREsascrnuES SssddssssacnnrzIoslEGUBREER esessbssevucan sresssseaamsey Fesse,

Como experiencia de aprendizaje en todo momento se sugiere la socializacion de los 5
aprendizajes y la continua comunicacién con tus compafieros y docente para validar los
resultados de los ejercicios propuestos en cada una de las quince progresiones gue confor-
man el programa de estudio del presente semestre, donde se abordardn planteamientos
enfocado al pensamiento variacional.
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{ Reconocer tu propio valor y el valor de los demds, aceptando las
RESPETO ‘| virtudes y defectos ajenos asi como sus conocimientos, creencias
~ y costumbres.

.

sin distingos de raza, condicién socioeconémica, condicién fisica
o identidad cultural; igualdad que tiene sustento en el valor del res-
peto y la justicia. :

Proi:iciar igualdad de oportunidades aplicada a todo ser humano
EQUIDAD

Otorgar a cada quien lo que es debido mediante el respeto a los dere-

JUST[CIA chos y normas que mantienen el orden y la armonia en la sociedad.

TOLERANCIA sean diferentes a las nuestras.

Expresar la creatividad infinita del ser humano, sin dejar a un lado
su individualidad, para que se adscriba a la expresién o manifesta-
cion cultural de una comunidad.

IDENTIDAD
CULTURAL

Respetar las ideas, practicas y creencias de los demds atin cuandoJ




HONESTIDAD

Demostrar confianza y respeto donde prevalezca la verdad, la hon-
radez y la justicia.

Favorecer el uso consciente y responsable de los recursos, sin
agotarlos o exceder su capacidad y sin comprometer los de las gene-

SUSTENTABILIDAD:
' raciones venideras.

! Dignificar a cada persona cuando cumple las obligaciones que se
Sl NGBV derivan de sus propios talentos y capacidades en el &mbito escolar,
' .~ familiar y laboral.

e

SOLD ARIDAD Sumarse a una causa comun y solucionar problemas en conjunto,

sobre todo cuando se trata de los mds desprotegidos.

Poseer constancia y tesén para llegar a un fin propuesto y pensado
con antelaciéon no importando las adversidades propias de los gran-
des proyectos.

' PERSEVERANCIA.

SRS
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Los 8 principios de la
Nueva Escuela Mexicana

Fomenta la identidad con México
‘Favorece el amor o lg patria, el oprecio de fa culturg,
historia v valores de nuestro pals, respetando la

diversidad cultural v de pensamiento.

i i e i e e

Honestidqd

Participacidén en la
transformacion de la sociedad
P’ Trabajor de manera conjunta con fos miembros
~ de la comunidad vy no solo de manera individual
para la resolucion de problemas comunes,

Respetar, ejercer y promover los derechos humanos.

Interculturulidqd

Cultura de la paz

- Incentivar la conciencia, el conocimiento,
- la proteccidn y conservacion del entorno,

Para mds informacion consulte:
http:ficosfac.sems.gob.mx/




PEDAGOGICO

El enfoque pedagdgico que aqui se propone, coloca al centro del proceso educativo el desarrollo
integral de las y los adolescentes y jévenes que cursan la educacién media superior. A través
de la transversalidad del conocimiento, recursos sociocognitivos y socioemocionales se logran
los aprendizajes de trayectoria; en donde las y los estudiantes adquieren el rol protagénico del
proceso educativo, bajo el acompafiamiento, orientacién y conduccion de las y los docentes en
consonancia con su nuevo perfil, en el cual se revaloriza y redignifica su funcién como agente
de transformacion social.

Este enfoque conduce a la unidad de los dmbitos cognitivo, afectivo-emocional y social
del estudiantado, que tiene por objetivo la formacion de mujeres y hombres como ciudadanos
integrales con la capacidad de aprender a aprender en el trayecto de la vida y sean un aporte
para el desarrollo de la sociedad (Arroyo, 2019). Se persigue también, generar en los educandos
una reflexién sobre las alternativas de su proyecto de vida, hacerlos conscientes del mundo y
de la realidad en que viven; todo ello va construyendo el desarrollo integral de los adolescentes
y jévenes, dejando atrds la antigua concepcion sobre su papel en la sociedad, como seres pasi-
vos y vulnerables, que s¢ encuentran inmersos en una condicion social de inseguridad que les
impide actuar-en favor de su transformacion y de la sociedad (Revision MCC 0-23 afios, p. 25).
El enfoque pedagdgico del Marco Curricular Comin de la Educacion
Media Superior (MCCEMS), pretende lograr el desarrollo integral de los
educandos, el constructivismo representa asi, el camino para la trans-
formacién educativa propuesta por la NEM. Se trata de un proceso
activo en el que, el estudiantado va construyendo su propio apren-
dizaje tomando como base conocimientos previos adquiridos en la
familia, escuela y su entorno, los cuales les han proporcionado expe-
riencias e interacciones con la sociedad en general y el medio
ambiente en el que viven, siendo elementos que abonan
a la adquisicién de conocimientos nuevos'. Lo ante-
rior, se alinea a una de muchas definiciones sobre el
modelo constructivista, (Camilloni, 1998, en J. Trilla,
2007) sefiala que; “el constructivismo debe ser enten-
dido como una unidad de andlisis mas amplia que una
teoria. Corresponderia pensarlo como una solucion
modélica para muchos problemas que tienen que ver
con el conocimiento y la ensefianza” (p. 180).

L Coll (1997) “Estudios realizados en los campos de la psicologia
cognitiva, teorias del aprendizaje, psicologia instruccional y de la
educacién, coinciden en que el conocimiento, (...) es un proceso
dindmico e interactivo a través del cual la informacion externa es
interpretada por la mente que va construyendo progresivamente
modelos cada vez mas complejos y potentes.”




La idea epistemologica del constructivismo tiene antecedentes histérico-filosoficos, a tra-
vés de expresiones de; Jenofanes, Socrates, Platon o Protdgoras entre muchos otros, este tltimo
expresaba que: “el hombre no conoce las cosas como son en si, sino como son para él, como él
las internaliza en el propio momento de la percepcién. Por esto, el conocimiento puede variar
en el tiempo para la misma persona, ya que volverd a depender de su nueva percepcién” (Araya,
Alfaro y Andonegui, 2007. p. 79) Lo anterior nos lleva a reflexionar sobre que el constructivismo
no se trata de un enfoque nuevo [acerca] de concebir la educacion, estos y otros filésofos ya
hablaban sobre el dinamismo de la educacion y sobre la forma tan diversa de concebirla para
cada persona de acuerdo con sus procesos cognitivos y sus contextos, por lo que el aprendizaje
en los sujetos es diferente. Asi lo reafirma Gorgias (483-375 a. C.) “conocer es un acto personal,
elaborado al interior de cada individuo”. Mas tarde Descartes ((1596-1650), quien ha sido consi-
derado como iniciador de la corriente constructivista, expresa que “el hombre puede trazarse
proyectos de pensamiento, construir sus propias teorias, proponer la verdad de las cosas y sus
propiedades (...). Estamos en presencia de un proceso de liberacién que convierte al pensa-
miento en un ente activo” (Araya, Alfaro y Andonegui, 2007).

Asimismo, existen investigaciones y aportaciones sobre el modelo constructivista de tedri-
‘cos contempordneos reconocidos, como es el caso del Psicélogo Suizo Jean Piaget, quien dedicé
su obra al estudio de la psicologia y pedagogia, fundador de la psicologia genética y la teoria del
desarrollo cognitivo. Piaget pas6é mucho tiempo observando “cémo pasa el sujeto de estados de
menor conocimiento a estados de mayor conocimiento” (J. Trilla, 2007). Las aportaciones de
Piaget, de indole pedagdgico fueron muchas y han servido como base para posteriores investi-
gaciones sobre el aprendizaje activo, por lo que es considerado como referente de la corriente
constructivista.

En ese mismo sentido se encuentra David Ausbel, psicélogo y pedagogo estadounidense,
quien realiz6 estudios sobre la teoria de la asimilacion y el anclaje de conceptos previos que sir-
ven parala adquisicion de nuevos conocimientos, setrata de un elemento integrador de saberes
que en combinacién con estrategias diddcticas en el aula que incorporen materiales y recursos

- que den sentido a lo que el estudiante aprende, dard como resultado el aprendizaje significativo.

Por otra parte, se encuentra Lev Semionovich Vygotsky, psicélogo
ruso quien propone una vision culturalista, es decir que, partiendo de la
capacidad actual de los sujetos y la influencia del contexto social y cultu-
ral en el que vivan, depender4d el aprendizaje que alcanzaran. Esto es a lo
que €l llamé “zona de desarrollo préximo”, lo cual representa la distancia
entre lo que sabe y lo que lograra bajo la guia de un adulto. Podemos




citar también a Bruner (1916-2016) psicélogo, pedagogo constructivista, cognoscitivista, quien
establece que “la educacién consiste en construir curriculos en espiral. Es decir, modos de pro-
fundizar mds y mejor en un determinado corpus de conocimiento (...)". Indica también, que se
puede ensefiar cualquier materia a los nifios, siempre y cuando se respete su ritmo de aprendi-
zaje y utilizan distintas estrategias (Guilar, 2009)

Como se puede observar, lo establecido en la NEM se apega a las aportaciones pedagogi-
cas de tedricos constructivistas arriba citados, sus ideas en conjunto se encuentran integradas
en el redisefio del MccEMS. Lo que se pretende lograr es que, la comunidad educativa acceda
a un aprendizaje activo, el cual se lleve a cabo no solo en el aula, si no fuera de esta, a través de
la interaccién con la naturaleza de conocer e identificar de manera directa el medioambiente
en el que viven las y los estudiantes, es asi como lo enuncia Comenio (1592-1671) en Cérdenas
Castillo (2004);

“Por qué en lugar de libros muertos no abrir el libro viviente de la naturaleza (...)
Instruir la juventud no es inculcarle un amasijo de palabras, de frases, de sentencias, de
opiniones compiladas en los autores, es abrirles el entendimiento por las cosas”.

En ese sentido, uno de los elementos que integran el MCCEMS es la “Escuela Abierta y
Orientadora”, que a través de los recursos socioemocionales y los cinco émbitos de formacion
socioemocional, la SEMS, propone el Programa Aula-Escuela-Comunidad, el cual es un instru-
mento organizado y conformado por cada docente y consiste en el conjunto de actividades y
acciones que seran construidas y aplicadas teniendo como referente las progresiones de las
UAC. El programa de trabajo aula, escuela y comunidad serd una guia orientadora que permi-
tira la Autonomia en la diddctica respecto al desarrollo y adicién de acciones y propuestas en el
marco de las progresiones de los recursos sociocognitivos, dreas de acceso al conocimiento, y
4mbitos de la formacién socioemocional, de acuerdo con su préctica en el aula y la comunidad.

Tomado de: Redisefio del Marco Curricular Comtin de la Educacién Media Superior 2019-2022 (pp. 61-63).
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Elementos del Marco Curricular
Comun de la Educacién Media Superior

Curriculum fundamental

Recursos sociocognitivos:

® Lenguay comunicacion
® Pensamiento matematico
@ Conciencia historica

® Cultura digital

Areas de conocimiento:
® C(Ciencias naturales, experimentales y
tecnologia
® Ciencias sociales
® Humanidades

Curriculum ampliado

Recursos socioemocionales:

® Responsabilidad social
® Cuidado fisico corporal
® Bienestar emocional afectivo

Ambitos de formacidn
socioemocional:

@® Prictica y colaboracion ciudadana

® Educacion integral en sexualidad y
género

® Actividades fisicas y deportivas

Actividades artisticas y culturales

® FEducacion parala salud

® Categorias, subcategorias, conceptos centrales y transversales

® Metas de aprendizaje

® Aprendizajes de trayectoria - Perfil de ingreso y egreso

histdrica

y culturales.
Educocion

integral
en sexualidad

@ 7

COBAO -

Practica'y
colaboracién
ciudadana.

onciencia

Cultura
digital

fisicas y.
deportivos.
Educacién
para la salud.
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Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al cdlculo
diferencial, en particular el problema de determinar la recta tangente a una curva
en un punto dado.

PROGRESION

Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al cilculo
diferencial, en particular el problema de determinar la recta tangente a una curva
en un punto dado.

b

PROGRESION

Revisa situaciones y fenémenos donde el cambio es parte central en su estudio,
con la finalidad de modelarlos aplicando algunos conocimientos bésicos de funcio-
nes reales de variable real y las operaciones bésicas entre ellas.

>

PROGRESION

Analiza la grafica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa 6oncep-
tos como continuidad, crecimiento, decrecimiento, méximos y minimos relativos,
concavidades, entre otros, resaltando la importancia de éstos en la modelacién yel
estudio matemadtico. )

PROGRESION

Conceptualiza el limite de una funcién de variable real como una herramienta
matemdtica que permite comprender el comportamiento local de la grafica de
una funcién. -

' PROGRESION

Identifica y contextualiza la continuidad de funciones utilizadas en la modelacién
de situaciones y fenémenos y hace un estudio, utilizando el concepto de limite,
de las implicaciones de la continuidad de una funcién tanto dentro del desarrollo
matemdtico mismo, como de sus aplicaciones en la modelacién.

i

PROGRESION

Interpreta, a partir de integrar diferentes perspectivas y métodos, el concepto
central del cdlculo diferencial, “la derivada”, de forma intuitiva e intenta dar una
definicién formal, asi como la bisqueda heuristica para encontrar la derivada de la
funcién constante, lineal y algunas funciones polinomiales. J




DE TRAYECTORIA
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Los aprendizajes de trayectoria que se desarrollan a lo largo de las UAC responden a las :
preguntas ;qué tipo de persona pretendemos formar? y jen gué contribuye el drea o recurso
en la formacién integral de las y los jévenes que cursen este tipo educativo?

Los aprendizajes de trayectoria de Pensamiento Matemdtico describen la formacion que
buscamos ofrecer a las y los estudiantes que cursen por el MCCEMS, la cual pretende apor-  :
tar herramientas y habilidades, como lo son la capacidad para observar, intuir, conjeturar, -
argumentar, modelar, entre otras, que les serdn de utilidad sin importar el derrotero que '
sea elegido al terminar el bachillerato.

Fl perfil de egreso de las y los estudiantes, en el Recurso Sociocognitivo de Pensamiento
Matemdtico queda referido en el curriculum bajo los siguientes aprendizajes de trayectoria:

Valora la aplicacién de procedimientos automaticos y algoritmi- i PN
cos, asi como la interpretacion de sus resultados, para anticipar, Poa
encontrar y validar soluciones a problemas matematicos, de | = :
4reas del conocimiento y de su vida personal. J

B s s S g s e

Adopta procesos de razonamiento matematico tanto intuitivos
como formales tales como observar, intuir, conjeturar y argu-
mentar, para relacionar informacion y obtener conclusiones de
problemas (matematicos, de las ciencias naturales, experimen-
tales y tecnologia, sociales, humanidades, y dela vida cotidiana).

de su entorno, empleando lenguaje y técnicas matematicas.

ot

e AR - et

pore

Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y :

la descripcién de situaciones en el contexto que les dio origen | -

empleando lenguaje matematico y lo comunica a sus pares para :
analizar su pertinencia. ,j

@

COBAO

DIZAJES

Modela y propone soluciones a problemas tanto tedricos comoj '



PROGRESION

Encuentra de manera heuristica algunas reglas de derivacién como la regla de la
suma, la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena y las aplica
en algunos ejemplos.

/

PROGRESION

Selecciona una problemética en la que el cambio sea un factor fundamental en su
estudio para aplicar el concepto de la derivada como razén de cambio instanténea.

/

PROGRESION

Explica y socializa el papel de la derivada para analizar una funcién (donde crece/
decrece, maximo/minimos locales, concavidades) y traza su gréfica.

S

PROGRESION

Resuelve problemas de su entorno o de otras dreas del conocimiento empleando
funciones y aplicando la derivada (e.g. problemas de optimizacion) organiza su
procedimiento y lo somete a debate.

)

Examina la gréfica de funciones logaritmicas con diferentes bases y las graficas
de las funciones exponenciales para describirlas y realizar afirmaciones sobre el
significado de que la funcién exponencial y logaritmicas de base “a” sean funciones
inversas entre si.

7

PROGRESION

Analiza y describe un fenémeno en el que la periodicidad sea un constituyente fun-
damental a través del estudio de propiedades basicas funciones trigonométricas.

7,

PROGRESION

Selecciona una problemdtica, situacién o fendmeno tanto real como ficticio para
modelarlo utilizando funciones derivables.

' PROGRESION

Considera y revisa algunas ideas subyacentes al teorema fundamental del cdlculo.




PROGRESION ]

Genera intuiciéon

para el origen del calculo.

-

/ /e
Metas \ [ Categorias, conceptos

transversales

"*\

. M1 Observa y obtiene
‘informacidn de una situacion
o fendmeno para establecer
estrategias o formas de
visualizacién que ayuden a
entenderlo.

sl +___’/;

...sobre conceptos como variaciéon promedio, variacion instantdnea, procesos infinitos y
movimiento a través de la revision de las contribuciones que desde la filosofia y la matema-
tica hicieron algunas y algunos personajes historicos en la construccion de ideas centrales

@bcategoriﬂs, conc;p—tb

cientificos asociados

C2 Procesos de intuicion y
razonamiento.

e NN

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.
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Pensamiento Matemadtico [I]

Consulta el QR sugerido de
Universum, relacionado a la
paradoja.

_Reto educativo
Explorando a Pi en nuestro planeta

Instrucciones: con tu docente, realiza los acuerdos sobre los criterios de evaluacién
para trabajar y para revisar tus ejercicios de esta guia de estudio.

Pi (1) es un valor que todos conocemos como 3.1415 y muchos decimales mas.
Para calcular su valor aproximado vamos a medir la longitud de cualquier circunferen-
cia utilizando el largo de su diametro.

Utiliza una cinta o un pedazo de hilo para
tomar la longitud del didmetro, poste-
riormente coloca dicha longitud sobre el
contorno de la tierra. En realidad no nece-
sitas medir con exactitud el didmetro, basta
con tomar la distancia de un punto a otro.

Contesta lo siguiente. Al finalizar comenta con tus compaiieros tus calculos para que tu
docente los apoye en coincidir con las respuestas adecuadas.

1. ;Cudntas veces se pudo colocar lalongitud del didmetro sobre la circunferencia?

2. ¢Cual es la estrategia que utilizarias paré encontrar algunos de los valores del
pedazo que hace falta cubrir?

3. ¢Cuadl es la relacion de medir la longitud de la circunferencia con el valor de Pi?

4, Este proceso aplica para otras circunferencias de diferente tamafio?




Pensamiento Matematico [I]

DESARROLLO

Procesos infinitos

Volviendo a la paradoja de Zendn, descubrimos que siempre habrd un espacio infinito mas
por avanzar.

Para ello presentamos otro caso, sobre como calcular el drea de un circulo utilizando
poligonos inscritos de n cantidad de lados. Al trazar un poligono de n lados inscrito en el
circulo hasta cubrir la mdxima drea, podras notar que se vuelve infinito este proceso pues
siempre habr4 un lado mds por colocar. Entonces nos acercamos al drea del circulo, a este
método se le llamé Método exhaustivo, propuesto por Eudoxo en el siglo IV a. C.

:Qué tendra que ver Arquimedes y la cuadratura del circulo?

Jugar con los poligonos dentro del circulo nos permite observar el comportamiento
y posteriormente modelar la situacién planteada.

OO

f/ Tesoro digital

Para complementar la
informacién revisa el
siguiente link del QR, donde
podras observar la historia
de Piy las series infinitas.




Pensamiento Matemadtico [l

Variacién y razén de cambio

Una razon de cambio es la relacion entre dos cantidades de magnitud que se pueden inter-
pretar en un planteamiento situacional, dado que una variable depende de la otra.

Ademads del pensamiento variacional, podemos decir que nos sirve para modelar este
mundo en continuo cambio mediante un enfoque dindamico pues se involucran otros tipos
de pensamiento matemdtico, tal como el espacial, numérico, aleatorio y métrico.

" Reto educativo 1

Dormir para vivir

Instrucciones: trabaja en pares, conversa en todo momento-con tu docente para acla-
rar tus dudas.

Sabias que...

para tener un adecuado desempefio académico diariamente es necesario tener hdbi-
tos de suerio saludables, organizar nuestros horarios de trabajo y nuestros horarios
de descanso.

Dormir es toda una ciencia ya que nos permite tener un adecuado desarrollo
fisico, un fortalecimiento intelectual y que nuestro sistema inmunolégico se encuen-
tre fortalecido, ademds de conservar un equilibrio emocional.

~ Dormir para vivir _
jDormimos una tercera parte de nuestra vida!
Y no sélo por gusto: nuestro organismo lo necesita.

Desarrollo fisico g e Fortalecimiento intelectual
En la etapa del suefio profun- §&8 T Cuando dormimos y sofiamos,
do se produce la hormona del [ . B nuestro cerebro se recupera,
crecimiento, es por eso que | lo que nos hace mds fuertes y

los infantes y adolescentes C eficientes intelectualmente.
necesitan dormir mds. -

- Equilibrio emocional
Sistema inmunologico = @ Dormir bien nos permite
Al dormir se refuerzan & tener un estilo de vida
nuestras defensas, Dormir : saludable y un estado emo-
bien nos hace mds resis- ] ‘ ' cional adecuado, lo que nos
tentes a las enfermedades. - : permitira socializar mejor.

Dormir esta constituido por ciclos y fases donde ocurre todo lo anterior.

Progresion FRD
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Analicemos la recomendacion de dormir 8 horas diarias.

Un ciclo de suefio dura aproximadamente 90 min, que equivale a 1.5 horas de
suefio. Si la hora de dormir fue 10 pm y cumple su primer ciclo una hora y media des-
pués, la grafica se representa de la siguiente manera.

/54 4
hora de la noche ol

-9-5y’4fs£444~2-1 1 2 3 4 5 6 7 & g Ciclsdesuefiog g 15y

Construir una tabla ayuda al calculo de la variacién promedio:

Ciclos i B 3 4 5
: 1.0 am 2.5am 4.0 am 5.5am

==——==1.5

Ay 115-10 1.5
m=———
Ax 1-0 1

Donde:

A y se denomina variacion o incremento de y

A x se denomina variacion o incremento de x

Contesta las preguntas en tu libreta y posteriormente comparte tus conclusiones.
a. ;A qué hora se despert6 si durmid 5 ciclos completos?
b. :Cémo interpretas la razén de cambio m = % ?

c. Dada tu experiencia del semestre pasado con el contenido de pendiente,
¢qué significan los cédlculos que observas en la grafica? :

d. Con respecto al andlisis que acabas de concluir, ¢cudl es tu aportacién a la
recomendacién de dormir 8 horas diarias?

@R, Frogresion
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La informacidn que recibes, con respecto a la ciencia de dormir, puede ayudarte
a organizar tus ciclos de suefio y descansar con mayor eficacia, mejorando tu rendi-
miento académico. Te retamos a que hagas tus calculos personales y puedas organizar
tus ciclos de suefio.

Razdén de Cambio

La razon de cambio o tasa de variacion es la comparacion de una variable con otra con la que
tiene relacion entre si, como la distancia en razén del tiempo, las horas de correr en razén
al tiempo, el precio en razén a la calidad de un producto, la ganancia en razén de las ventas.

Razon o tasa de cambio medio o promedio

La razdén de cambio promedio o tasa de variaciéon media es utilizada para revisar situa-
ciones de la vida cotidiana donde se observan variaciones en los registros y se requiere
calcular un promedio.

Intervalos abiertos y cerrados

Para considerar la tasa de variacién promedio también debemos hablar de intervalos, que
pueden ser abiertos o cerrados; los intervalos abiertos son aproximaciones infinitesimales
sin llegar a tocar con exactitud el niimero, mientras que los intervalos cerrados significan
que se aborda el nimero sugerido como tal.

Un intervalo es un subconjunto de la recta numérica que contiene a los valores
sugeridos, va desde un valor g a otro llamado p

Intervalo  Notacion = Desigualdad : Representacion gr:iﬁca

Abierto (a,b) a<x<b

Cerrado [a.b] a<x<bh

Calcular la tasa de variacion (TV) y la tasa de variacién media (TVM) para el intervalo
cerrado sugerido. '
f(x)=x-5 paral6, 9]

Un intervalo cerrado significa que se toma con exactitud a los valores asignados.
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1. Paralatasa de variacion se sustituyen los valores del intervalo [6,9] en la funcién f:
V[ab]= £ (b)-1(a)
TV [6,9]=1(9)-F(6)=(9-5)-(6-5)=4-1=3

2. Paralatasa de variacién media, se utiliza la siguiente expresion:

Instrucciones: en tu libreta realiza las propuestas de planteanuento y compara con tus
compaiieros. Comparte tus procesos de solucién y con ayuda de tu docente revisa las
respuestas hasta solventar tus dudas.

Utiliza GeoGebra para apoyarte en la construccion de las graficas correspondientes.
1. Rendimiento de combustible en un auto.

Cuando se planea comprar un automoévil se toman en consideracion varias caracteris-
ticas como las siguientes: si va a ser usado en carretera o en ciudad, el color, el modelo,
la marca, los interiores, el equipamiento, el costo; sin embargo, un punto importante
es el rendimiento de combustible por kilémetro. ;

: Modelos de menor gasto de combustible en México

Categoria Marca : Modelo Transmicion Eﬁﬁf&g’fﬁgﬁ)
SUZUKI Ignis Manual 19.80
SUZUKI Swift Manual 18.80
- CHEVROLET Spark Manual 18.96
Subcompacto  cHEyROLET Beat Manual 18.05
CHEVROLET Aveo Manual 17.38
SUZUKI Ciaz Automatica 17.20
CHEVROLET Cavalier Automatica 16.59
CHEVROLET Cruze Manual 16.45
'HYUNDAI Elantra Manual 15.68
TOYOTA Corolla CvVT : 15.61
MAZDA CX-9 Automadtica 18.80
SUZUKI Vitara Automatica 15.80
MAZDA CX-3 Automatica 15.50
SUZUKI S-Cross Automatica 15.40
FORD Ecosport Manual 15.02

Fuente: Instituto Nacional de Ecologia y Cambio Climdtico.
*Solo se tomaron modelos 2018-2019.
* km/l = kilometros que recorre un auto por cada litro de gasolina que consume.

@R Frooresicn
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Vamos a revisar una propuesta de un auto subcompacto de transmisién manual disponible
en el mercado, al que llamaremos SSk. Su rendimiento en ciudad es de 19.8 litros por kil-
metro. Consideremos que recorrera 45 km al dfa.

a. Construye una grafica que pueda representar este rendimiento y compara con
una tabla donde puedas observar el gasto de gasolina por dia, durante cinco dias.

b. :Cémo te ayudaria a decidir la compra de un auto considerando esta informacion?

2. Dadas las funciones, calcula la tasa de variacion media en los intervalos propuestos.

a. f(x)=x+5; para [1, 3]
b. g(x) =x* -3, para[2,5]

3. Enlos requisitos para ingreso al Colegio Militar estd la condicién fisica, una de las
pruebas es la carrera. Entonces es necesario trabajar en un buen entrenamiento
que te permita desempefiarte adecuadamente dentro de los estdndares solicitados
para tu prueba fisica.

En la tabla pueden observarse los registros de los minutos de entrenamiento y los
kilémetros recorridos en cinco dias de la semana.

30 min 52 min 35 min 56 min

En este momento la intervencién de tu docente es importante para determinar la diferen-
cia entre razén de cambio promedio e instantdnea, y para ayudarte en la concrecion de tu
conclusién.
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CIERRE

Daremos un repaso por los antecedentes histéricos de aportaciones a las matemdticas y
sus estudiosos. Resuelve el crucigrama con informacién que encontrards en las siguien-

tes paginas, realiza un acuerdo de criterios con tu docente para revisar la actividad y
comenta tu experiencia.

Reto educativo

10 11

Verticales

1. Gracias al sistema de coordenadas cartesianas, creadas por Descartes, diversas
dreas de las matemdticas tuvieron un rapido desarrollo en los afios posteriores.

2. Su obra mas importante es un tratado de geometria y aritmética denominado
Los Elementos.

4. Trat6 de ampliar el cdlculo al desarrollar reglas y notacién formal.
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6. El teorema del valor medio fue demostrado por primera vez por el famoso
matematico.

9. En cartasa sus amigos, escribié muchas de las ideas fundamentales del cdlculo,
mucho antes que Newton o Leibniz.

11. El método de fluxiones, como él lo llamd, estaba basado en su crucial vision de
que la integracién de una funcién era el procedimiento inverso de su derivacién.

Horizontales

3. Afinales del siglo XIX se formaliz6 la idea de continuidad y se dio una definicién
satisfactoria del conjunto de los nimeros reales.

4. Escribi6 la regla para encontrar el limite de una funcién racional cuyo numera-
dor y denominador tienden a cero.

7. Con sus estudios de 4drea y volimenes de figuras sélidas curvadas y de dreas de
figuras planas se anticipd al descubrimiento del cdlculo integral.

8. Precisa los conceptos de funcion, de limite y de continuidad en la forma actual.

10. Matematico aleman quien hizo su trabajo més famoso en las dreas de geometria
no euclidiana, ecuaciones diferenciales y teoria de niimeros.

12. Mostré que se podia hablar de la continuidad en un lenguaje analitico, sin nece-
sidad de recurrir a imagenes geométricas.

Aportaciones de matemdticos al cdlculo

Omar Khayyam (1048-1122)

Para el siglo X d.C., el matematico y poeta establecié una teoria general de ntimero y afiadio
algunos elementos a los niimeros racionales, como son los irracionales, para que pudieran
ser medidas todas las magnitudes.

Sélo a finales del siglo XIx se formalizo la idea de continuidad y se dio una defini-
cién satisfactoria del conjunto de los nimeros reales; los trabajos de Cantor, Dedekind,
Weierstrass, Heine y Meray, entre otros, destacan en esta labor.

Euclides (300 a.C))

Su obra mds importante es un tratado de geometria y aritmética denominado Los Elementos
que consta de 13 libros. Euclides recopila, ordena y argumenta los conocimientos geomé-
tricos-matematicos de su época.

progresicn AN
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Los libros del viI al 1X tratan de la teoria de nimeros (aritmética), discuten relacio-
nes con nimeros primos (prueba en un teorema que no hay una cantidad finita de niimeros
primos), minimo comun multiplo, progresiones geométricas, etc.

El libro v trata la teoria de proporciones que se aplica en el libro VI, donde ofrece
cinco definiciones y treinta y tres proposiciones para demostrar teoremas relativos a
razones y proporciones que se presentan al estudiar tridngulos, paralelogramos y otros
poligonos semejantes.

Pierre de Fermat (1601-1665 d.C.)

Matemadtico francés quien con Descartes establece la geometria analitica, cada uno
haciendo aportaciones. En cartas a sus amigos escribié muchas de las ideas fundamenta-
les del calculo, mucho antes que Newton o Leibniz. Por ejemplo, el teorema de maximos
y minimos.

Arquimedes (287-212 a.C.)

Matemadtico y gedmetra griego a quien se considera el mayor cientifico y matemadtico de
la Antigliedad. Entre sus legados destacan el principio de Arquimedes, sus aportes a la
cuadratura del circulo, el estudio de la palanca, el tornillo de Arquimedes, la espiral de
Arquimedes y la relacién aproximada que existe entre la longitud de la circunferencia y su
didmetro, lo que dio origen al nimero 7 (pi).

Con sus estudios de area y volumenes de figuras sélidas curvadas y de dreas de figu-
ras planas se anticipo al descubrimiento del calculo integral.

René Descartes (1596-1650)

Fil6sofo y matematico francés. Entre sus principales aportes a la filosofia esta el famoso
Discurso del método. Afirmé que los origenes de esta obra filoséfica estaban en la l6gica, la
geometria y el dlgebra. En su Discurso del método afiadié un anexo titulado “Geometria”, en
el cual propuso un sistema nuevo para estudiar esta disciplina. Gracias al sistema de coor-
denadas cartesianas, creadas por Descartes, diversas areas de las matematicas tuvieron un
rapido desarrollo en los afios posteriores.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

El célculo diferencial surgio casi simultdneamente en dos formas diferentes: enla forma de teo-
ria de fluxiones de Newton y bajo la forma del cdlculo de diferenciales de Leibniz. Sin embargo,
fue Leibniz quien traté de ampliar el cdlculo al desarrollar reglas y notacion formal.

Karl Weierstrass (1815-1897)

En 1972, publica con apoyo de su discipulo Paul Du Bois Reymmond su teorema sobre la
existencia de funciones continuas que en algunos puntos no tenia derivada. Las conse-
cuencias de este teorema fueron de gran interés, en su época se decia que una funcién era
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continua si su grafica se podia trazar sin despegar el lapiz del papel, atin en nuestra época
esto da una idea informal de la continuidad de una funcion. El resultado de Weierstrass
mostré que se podia hablar de la continuidad en un lenguaje analitico, sin necesidad de
recurrir a imagenes geomeétricas.

Sir Isaac Newton (1643-1727)

En un periodo de menos de dos afios, cuando Newton tenia cerca de de 25 afios, comenz6
con avances revolucionarios en matematicas, optica, fisica y astronomia.

Mientras Newton estaba en casa (debido a una peste que cerrd la Universidad de
Cambribge) establecid las bases del cdlculo diferencial e integral. El método de fluxiones,
como él lo llamé, estaba basado en su crucial visién de que la integraciéon de una funcién
era el procedimiento inverso de su derivacion.

Al considerar a la derivacién como la operacidn basica, Newton produjo sencillos
métodos analiticos que unificaban muchas técnicas diferentes desarrolladas previamente
para resolver problemas, en apariencia no relacionados, como calcular dreas, tangentes,
longitud de curvas y las maximos y minimos de funciones.

Guillaume Francois Antoine marqués de L'Hopital (1661-1704)

L’Hbpital fue un excelente matemadtico, escribi6 su primer libro de célculo en 1696 con una
influencia muy fuerte de sus profesores Johann Bernoulli, Jacob Bernoulli y Leibniz. Para
1692 su fama estuvo basada en su libro Analyse des Infiniment petits pour I'intelligence des lig-
nes courbes. En este libro publicé la regla que ahora se conoce como regla de L'Hopital, para
encontrar el limite de una funcién racional cuyo numerador y denominador tienden a cero.

George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Matematico alemdn. Hizo su trabajo mds famoso en las dreas de geometria no euclidiana,
ecuaciones diferenciales y teoria de numeros. Realiz6 contribuciones en andlisis y geome-
tria diferencial. Su nombre est4 conectado con la funcién zeta, la integral de Riemann, el
lema de Riemann, las variedades de Riemann, las superficies de Riemann y la geometria
de Riemann.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

Uno de los cientificos matematicos y fisicos italianos mds importantes de finales del siglo
XVII. Inventé y maduré el cdlculo de variaciones. El teorema del valor medio fue demos-
trado por primera vez por el famoso matematico.

Otro aporte central de Lagrange fueron los fundamentos del calculo. En un libro
de 1797 enfatizé la importancia de la serie de Taylor y el concepto de funcidn. Sus trabajos
sirvieron de base para los de Augustin Cauchy, Niels Henrik Abel y Karl Weierstrass en el
siguiente siglo.
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Precis6 los conceptos de funcidén, de limite y de continuidad en la forma actual, tomé el
concepto de limite como punto de partida del andlisis y eliminé de la idea de funcién teda
referencia a una expresion formal algebraica, para fundarla sobre la nocién de correspon-
dencia.

Cerramos con esta imagen, en la cual nos identificamos como observadores de todo
aquello que nos rodea y, por consecuencia aplicamos el pensamiento variacional para
intentar modelar algunas de las situaciones segiin el comportamiento que presenten.

No estudiaremos el cdlculo infinitesimal como tal, pero si nos acercaremos a
diversas situaciones que le dieron origen y que nos van a preparar para comprender el
comportamiento de nuestro entorno.

@ Frogresicn




PROGRESION 2

Analiza de manera intuitiva

...algunos de los problemas que dieron origen al cdlculo diferencial, en particular el problema
de deterrnmar la recta tangente a una curva en un punto dado.

.

Metas \ f/ Categorias, conceptos ‘| I’ Subcutegorlas conceptos
% transversales | cientificos asociados
= |
s ! ij)
M1 Aplica procedimientos, | -
técnicas y lenguaje | ; = -
~ matematico para la solucion | . S3 Estrategias heuristicasy
de problemas propios del i (Siollucwn de problemasy ejecucién de procedumentos '
Pensamiento Matemdtico, “Hodeaaal no rutinarios. :
 de Areas de Conocimiento, _ _
Recursos Sociocognitivos, ! =
‘Recursos Soc:oemocionales y .
-desu entorno.__ :
| 2 - i - =
UF < < |
M1 Describe situaciones
o fengmetios empleando, C4 Interaccién y lenguaje $2 Negociacién de
rigurosamente el lengu..':qe mutematico significados.
matemadtico y el lenguaje ;
natural.
S o - ,L______-/’- \______‘ e ______// .
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APERTURA

Ya que se estudiaba a las rectas y a la variacion lineal, de pronto se presentaba un nuevo
reto: estudiar las curvas, es decir, el planteamiento de la variacion no lineal.

Por lo tanto, uno de los problemas que originé el cdlculo radicé en cémo estudiar
las curvas, la gran respuesta fue a través de las rectas.

Este problema indica que debemos
encontrar una recta tangente en un punto
cualquiera de una curva. Para esto, empe-

cemos por la siguiente cuestion: La ehmologla dela palabra tangente se deriva deI
latin “tangens”, que qu;ere decir “tocar”.

Flash educatlvo :

¢Qué entiendes por recta tangente?

Entonces... ;Qué va a tocar?

iVA ATOCAR A LA CURVA, EN UN PUNTO!

'Beteedycutivq

Instrucciones: trabaja sobre las imdgenes de la guia, requieres una escuadra y tu l4piz.

a. Te presentamos un par de curvas, en ellas traza la tangente en el punto indi-
cado con tu escuadra.

a5
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Reflexiona y contesta lo siguiente:

¢Resulté facil trazar las tangentes a cada curva?
¢Cuales fueron los criterios que consideraste para trazar las tangentes?

Es necesario que le preguntes a tu docente los criterios para trazar la recta tangente.
Una vez que hayas planteado con tu docente los criterios para trazar la recta tangente
podris responder a la siguiente pregunta, observando y revisando las graficas que se te
muestran.

;Cudl crees que es la recta tangente a la curva en el punto dado?

@ Lai recta a
® Larectab

| P’rogresim
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78 DESARROLLO

Desde la época griega, la busqueda de la
recta tangente a una curva en un punto ha
sido uno de los asuntos que mads ha inte-
resado a los matematicos. El problema era
que el concepto de tangente se intuia, pero
no se era capaz de dar una definicién for-
mal e inequivoca del mismo. Hasta que en
1823 Cauchy definio la derivada y solventd
el problema, los matematicos intentaron
obtener la tangente a una curva en un punto
mediante diversos e ingeniosos métodos,
hoy en dia totalmente olvidados. La mayo-
ria de esos métodos son geométricos.

Ideas histdricas de la recta tangente:

® Losgriegos tenian la idea de que la tangente a una curva era una recta que “tocaba”
la curva sin cortarla.

® FEuclides, analiz6 el comportamiento de una recta trazada por una circunferencia
formando un dngulo recto con su radio. Observé que la recta sélo tiene en comun
un punto con la circunferencia y es imposible interponer otra linea entre esa recta
y la circunferencia.

@ Otro matematico griego, Apolonio, desarroll6 métodos geométricos para la cons-
truccidn de rectas tangentes a parabolas, elipses e hipérbolas.

® En el siglo XvII, en la primera mitad, se desarrollaron algoritmos puramente alge-
braicos para encontrar tangentes. Estos algoritmos estdn basados en la resolucion
de ecuaciones y en las propiedades de las curvas. Estos algoritmos no utilizaban el
concepto de limite.

@I Fooresicn
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® En ese mismo siglo, Newton utilizé la idea de que las curvas se describian como
la trayectoria de una particula que se mueve. Asi, visualizé a la tangente como la
direccién en la que la particula se mueve en un instante concreto, asociando la tan-

gente con el vector velocidad de la particula.

Para llegar a la definicién de la tangente de una
curva en un punto dado, primero se uso la tangente,
después fue descubierta!, después fue explorada y
desarrollada y, por tiltimo, definida.

En este video se observa
cémo se traza una tangente
en una pardbola:

® TFermat fue uno de los primeros en

desarrollar la idea de que la recta
tangente a una curva es la posi-
ci6én limite de una secante, para la
cual los puntos de corte se acercan
y se acercan mds, hasta coincidir.
Entonces la secante se convierte en
una tangente.

Cauchy, en el siglo XIX, resolvio el
problema dando una precisa defini-
cién de la derivada en términos del
nuevo concepto denominado limite.

“E] trazo de la recta tangente debe ser per-
pendicular a la recta normal de una curva

en el punto dado”.

Vamos a revisar algunos ejemplos
para tener mas claridad en lo anterior.

Determinar la recta tangente a la pardbola definida por la ecuacién

y=x" enel punto P(L1).
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Solucién
Para encontrar la ecuacion de la recta tangente debemos conocer su pendiente.

Como solo se conoce un punto de la recta tangente, es donde se nos dificulta hallar la
pendiente de la tangente; sin embargo, podemos continuar adelante.

- Si elegimos otro punto que pertenezca alacurva y = x* al cual llamaremos Q(x,y) que
esté por encima del punto P, digamos 0(2,4), empleando la férmula de la pendiente obtene-
mos el valor de la pendiente de la recta PQ.

Para valores mayores a x=1

Elegimos de manera aleatoria varios puntos cercanos a x=1, obtenemos la
siguiente tabla:

Vo =0
X y:x2 m »
= X, =X
) 4-1
2 y=(2) =4 mPQ——2~—1=3
.Q (2J4)
2851
L5 y=(15)" =225 Mg = =25
' /' Q (1.5,2.25)
1153 1
L1 | y=(11y =121 My = =21 P (1,1)
1.1-1
1.0201—1
1.01 =(1.01)* =1.0201 m,, =———— =201
y={L01) "= 01-]
1.002001 -1
1.001 | y =(1.001)" =1.002001 i == 00

Para valores menoresax=1

Siguiendo el mismo procedimiento calculamos la pendiente, acercandonos con valo-
res aleatorios menores a x =1, entonces tendremos la siguiente tabla:

@R Frogresion
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Ahora te toca calcular los valores de y en la columna vacia. Coloca en esta tabla los
resultados.

Vo= W
pY y=x2 My, =
. X, — X
0-1
0 =— =1
Mo =01
0.25-1
05 = =15
2 as—-1
0.81-1
0.9 = =19
' Mo =091
0.99 Mpy = Ll Y
0.99 -1
0999 g = 0998001 g0
: 0.999 —1

Conclusion

Podemos decir entonces que la pendiente de la recta tangente es el limite de las pendientes
de las rectas secantes, esto lo podemos representar como:

élil}, mn PO =m Tangente

Progresion (IENID
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Para nuestro ejemplo:

Dado el punto P (1,1) ¥ Q(x,x2 ) , se plantea el cdlculo del valor de la pendiente:

Con este valor podemos calcular la pendiente de la recta tangente, para ello, utiliza-
mos la forma punto - pendiente de la ecuacién de la recta, que dice:

y—y =m(x-x)

Sustituyendo, m=2 y P (1,1), calculamos la ecuacion de la recta:

y-1=2(x-1)

Escribiendo la ecuacién en su forma pendiente interseccién, tenemos:

y=2x-1

&

Reto educativo

Instrucciones: en equipo determinen la ecuacion de la recta tangente de las siguien-
tes funciones en los puntos que se indican. Presenten a su grupo los resultados.

1. y=x"+1enelpunto P(2,5).

2. y=x'+1 enel punto P(-1,0).

3. y=-x’+2 enelpunto P(-L1).

4. y=0.5x"-1enel punto P(-2,1).
5 y=-0.25x"+1 en el punto P(-2,3).

@R Frogresion




Revisa situaciones y

PROGRESION 3 iaaey

... donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad de modelarlos aplicando
algunos conocimientos bdsicos de funciones reales de variable real y las operaciones basi-
cas entre ellas.

e - ' / "“\\
Metas / Categorfas, conceptos \ [ Subcategorfas, conceptos
transversales cientificos asociados

—

M1 Construye un modelo

matemadtico, identificando
las variables de interés, con
la finalidad de explicar una
situacion o fenémenoy/o
resolver un problema tanto
teérico como de su entorno. /

S i : - / e . . "/’
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(D) seerrura

El 2 de agosto de 1971 David Scott, miembro de la misién del Apolo
15, fue el encargado de comprobar a través de un experimento en la
superficie de la luna “la ley de la caida de los cuerpos’, expuesta por
Galileo Galilei en el siglo XVII.

Galileo Galilei estaba en lo cierto: al dejar en caida libre dos cuer-
pos de diferente masa, despreciando el rozamiento del aire, ambos
llegaban al suelo al mismo tiempo.

En condiciones diarias donde el aire estd presente, la pluma cae
a un tiempo diferente que el martillo, dado el rozamiento del aire.

Aristételes (348-322 a.C.) asumid que los obje-
tos mds pesados caian con mayor rapidez que
los ligeros.

Galilei (1564-1642) demostro que pueden
caer al mismo tiempo sin importar su peso
dado que sea un espacio completamente libre

Aristoteliana Galileana de aire.

Retoeducutivo ke

Instrucciones: en pares respondan a las siguientes preguntas y comparen con las de

sus compafieros. Comenta tus resultados en clase con tu docente.

:Qué provoca el rozamiento del aire en la caida de los dos objetos?
:Qué objetos se dejaron caer en la superficie de la luna?
:Cudl es la propuesta de Aristételes con respecto a la de Galileo?

:Cudl fue la conclusién a la que llegaron una vez hecho el experimento en la
superficie de la luna?

¢Cudles son las formulas que modelan la caida libre de los cuerpos?

Busca en internet algunos videos sobre este experimento.

@B Frooresior
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V{8 DESARROLLO

En la caida libre los cuerpos tienen una velocidad inicial y una velocidad final, con ello se
puede calcular una razdén de cambio con respecto al tiempo que tarda en llegar al suelo.

Al igual que cuando corremos de un punto a otro, no siempre llevamos la misma
velocidad; sin embargo, podemos calcular la velocidad promedio con respecto al tiempo.

Se puede observar que estos términos son usados en la fisica. Una férmula de razén
: d : : ; 2
de cambio es v= 7 ypara calcular la velocidad promedio se requiere la velocidad final e

inicial, asi como los valores del tiempo. En la fisica podemos encontrar varias razones de
cambio que se aplican en la realidad.

A esto se le denomina Modelado de situaciones, donde las expresiones algebraicas
propuestas muestran el comportamiento del evento estudiado.

El precio de una dona es de 35 pesos, si se venden siete donas, ;cudnto dinero se recab6?

Por supuesto que es tan solo una multiplicacién y el modelado seria f(x)=35x,
donde x representa la cantidad de donas vendidas en pesos.

Y podemos construir una tabla que lo represente.

x donas 0 1 2 3 4 5 6 7

Fl%)=35% 0 35 70 105 130 175 210 245

Estamos observando que es una funcidn lineal de primer grado, dado que la varia-
cién promedio es constante.

EJemp¥°2

Un auto compacto en el mercado con equipamiento inicial o basico, en el afio 2024 tiene un
valor de venta de 230 100 pesos. Para el afio 2029 se estima que tendra un valor de 102 096 pesos.

¢Cual es la expresidn que representa la depreciacién del vehiculo?
Vamos a calcular la variacién media segun los datos proporcionados:
x ¥
(2024, 230 100)
(2029, 102 096)
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102096230100 128004
2029-2024 5

=-25600.8 pesos

Entonces el valor contable por afio es representado por una funcién lineal de primer
grado, donde se considera el valor de la depreciacion a lo largo del tiempo y el valor de
venta del automévil. Considera que =0 dado que es el modelo del auto siendo éste 2024.

V (t)=-25600.8¢ + 230100

Si queremos calcular el valor del vehiculo dado =3, donde t es el tiempo en afios y V
el valor de venta en ese momento.

V(3)=-25 600.8(3) + 230100 =153 297.6 pesos

Observa que el vehiculo tuvo una depreciacién y por consiguiente su valor en el
mercado va en tendencia a la baja.

Funcion

Ias funciones son modelos matemdticos que describen situaciones de economia, biologia,
ciencias sociales, en fisica, en el consumo del agua, el crecimiento de bacterias, el compor-
tamiento de tiro parabélico de una pelota, en los costos de produccion y ganancias, y todo
aquello que deseamos estudiar.

Veamos algunas definiciones necesarias para comprender la diferencia entre fun-
cién y relacién, clasificacién de funciones, tipos de funciones, entre otros.

Funcion y relacién

Relacién: 1a regla de correspondencia entre dos conjuntos.
Funcion:

Cumple con las siguientes condiciones:

® Sean Ay B dos conjuntos.
- ® Responde a una Regla de correspondencia que asocia a los conjuntos A y B.
® A los elementos del conjunto A se les denomina dominio y a los elementos del

conjunto B se le denomina contradominio o codominio.
Definicién de funcidn

Es el conjunto de pares ordenados (x,y) donde a cada elemento del conjunto A denomi-
nado dominio (x), le corresponde un valor del conjunto B denominado contradominio o
codominio ().

@ERR. Frogresion
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Notacidn:
f:A—>B

Entonces funcién se escribe como y = f(x)
x : es la variable independiente.

Y: esla variable dependiente.

f i eslafuncion, dada la regla de correspondencia.

Una técnica para verificar si una grafica es o no funcién se denomina la “regla de
la recta vertical”, que indica que: al trazar una recta vertical, ésta corta a la curva en un solo
punto, entonces se considera funcion.

Dominio, contradominio y rango
Entonces decimos que:

® Dominio: son todos los valores de x que pertenecen al conjunto de los niimeros
reales {xe R}.
® Contradominio: son todos los valores posibles para el conjunto y.

® Rango: son aquellos elementos del conjunto B que se asocian con elementos del con-
junto A y que cumplen la regla de correspondencia. Pudiéramos entender el rango
como los resultados de haber calculado x.

Tesoro digital

Revisa el siguiente enlace,
que es un repositorio de

la UNAM, te ayudara a
comprender mejor el tema.

Tipos de funcidn: inyectiva, suprayectiva y biyectiva

® Inyectiva: a cada elemento de x dominio, le corresponde uno y solo un elemento
de y rango. Si trazas una recta paralela al eje x, solo toca a un punto de la curva.
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il

@ Suprayectiva o sobreyectiva: para todo elemento del conjunto B, siempre hay
algiin elemento del conjunto A que le fue asignado.

Ejemplo 4

Revisa el QR para
complementar con un
video la explicacién sobre
las funciones inyectivas,
suprayectivas y biyectivas.

@R Frooresion
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Instrucciones: utilizando la regla de la recta vertical identifica las graficas que repre-
sentan una funcién.

Compara con tus compaifieros tus conclusiones, te adelantamos que hay algunas
graficas que no son funciones y quedan en nivel de relacion, identifica cuéles son:

c \d.
e
9
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Representacion sagital

Otra manera de describir una funcién es con un diagrama sagital, usando 6valos y una fle-
cha que indica la correspondencia que conecta a los elementos de x del conjunto A con los
elementos que le corresponden a y del conjunto B.

Dominio x Dominio y

Telenovelas

Actores

Peliculas

—Rango

\

Personajes

Libros

Locutores

Y

Radio

> Intérpretes

Musica

_Eiemplo 2. .ot oe

Relacién: es un conjunto de pares ordenados (x,y).

Observa que en el ejemplo planteado se repiten los valores del dominio y con ello se deduce
que la representacion solo llega a nivel de relacion.

Dominio x Contradominio y

Equipos

Estadio

Deportes

Uniformes

Jugadores

@ER. ~rogresion
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Tipos de funciones: se clasifican en funciones algebraicas y trascendentes.

Tipos de funciones
B B Constantes
Polinédmicas De 1°f grado
. Cuadraticas
. Algebraicas — Racionales
Funciones — : Radicales
| Atrozos
Exponenciales
Trascendentes Logaritmicas

Trigonométricas

TIPOS DE FUNCIONES

Funcion constante o de grado cero: Funcion lineal de primer grado o funcién

f(x)=a ,donde acR,larectaes identidad: f(x)=x
paralela al eje x.

Funcidn constante de grado cero
f(x) =a Funcién lineal de primer
grado o funcién identidad
Flx)=x
Funcidn lineal de primer grado: Funcion cuadratica o de segundo grado:
f(x)=mx+b,donde m se denomina f(x)=ax’ +bx+c es una pardbola que
pendiente de la rectay b esla ordenada abre hacia arriba o hacia abajo.

al origen.

Funcion lineal de primer grado

Funcion cuadratica o
flx)=mx+b de segundo grado
Ay fx)=axz+bx+c
M=
/| Bx Ax

progresicn AIEID
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Funcion ciibica o de tercer grado: Funcidn racional: se reconoce como el

cociente de dos funciones.
f(x)=ax’+bx’ +ex+d |

| f(x)= Pg))

Dado que @(x)#0

Funcién ciibica o de tercer grado
Funcién racional
f(x) = aa® + b’ dcx +d [

| fo=p2

[ % -

Funcién raiz cuadrada: estd dada por la forma f(x)=4/P(x), dado que P(x)>0

Funcion raiz cuadrada

f(x) =y P(x)

~ Reto educativo 2

~ Instrucciones: esta actividad la puedes trabajar en clase 0 en casa.
Es momento de explorar un poco con GeoGebra el resto de las funciones.
Puedes buscar algunos tutoriales sobre como trazar la funcion:

a. Valor absoluto
b. Funcion mayor entero
c. ¢Cudles son las funciones trascendentes?
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Operaciones con funciones

Sean dos funciones [ y g, con las cuales ejecutaremos las operaciones de meme f(g(x)):

a. Suma f(x)+g(x)=(f+g)(x f(x)=‘) g(x)=

b. Resta f(x)-g(x)=(f-2g)(x)

c. Multiplicacién f(x).g(x)=(r-g)(x) —_—

d. Division f ( )

g(;c) :(i](x)

e. Composicion (fog)=f [g(x] g (fx) = B

Para las siguientes funciones calcula las operaciones hasta obtener una nueva expresion:

A

e

e

€.

F(x)=x+2, g(x)=-3
f(x)+g(x)=(x+2)+(-3)=x+2-3=x-1
~g(x)=

(x+2) =x+2+3=x+5
x)=(x+2)(-3)=-3x-6
f(x) :(x+2)=_(x+2)
g(x) -3 3
Composicién (fog)=f(-3)=-3+2=-1

Para las siguientes funciones calcula las operaciones hasta obtener una nueva expresion:

f(x):x2+5x+6,g(x)=x+1
(x)+g(x)=(x"+5x+6)+(x+1)=x"+5x+6+x+1=x"+6x+7
(x)- g(x)z(x +5x+6) (r+)=x"+5x+6-x-1=x*+4x+5 .
f(x).g(x): X +5x+6)(x+1):x3+x2+11x+6
(x) (x2-|~5x+6)
(x) x+1

progresicn JEEHD
3 = -
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e. Composicién (fog)(x)=/(x+1)=(x+1) +5(x+1)+6
=3 +2x+1+5x+5+6 |

=x"+7x+12

_Ejemplo 5

Para las siguientes funciones calcula las operaciones hasta obtener una nueva expresion:

f(x)=Vx'-1, g(x)=x

(@ Tesoro digital

Revisa el QR o el link
c f(x) g(x) =( x* - I)x =xvx -1 propuesto sobre algunas
recomendaciones y
f ( x) P | ejemplos adicionales sobre
d g (x) e el contenido de operaciones

con funciones:

e. Composicion

(fog):f(x):m N

Ejemplo6

En una agencia de autos compactos se pide realizar el modelado que exprese el descuento
de $10,000.00 del precio regular de un auto que se ofertard en promocion. Se desea cobrar
el 95% del precio regular. Esta situacién se da cuando los autos no tuvieron la demanda
pronosticada o llegardn nuevos modelos.

Veamos cémo podremos resolver la situacion.

Planteamiento
- Precio del auto: x
Precio del auto con descuento: f(x)=x-10000
E195% del precio del auto: g(x)=0.95x

Entonces podemos decir que la expresion composicion es que incluya tanto el precio
del auto con descuento y el 95% a cobrar es:

(fog)=r(g(x))=r(95x)=0.95x-10000

@ERR. rogresicn
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El precio del auto compacto mas econdémico para 2024 estd en razén de 230 000,
considerando la versién inicial o también llamada austera.

Entonces el cdlculo queda de la siguiente manera:

(f°g)=0.95(230000)—10000 =$208500.00

El precio final del auto a cobrar es de $208 500.00

@ Reto educativo3 ]

Instrucciones: puedes trabajar en equipos de cuatro o cinco personas para resolver
cada ejercicio. Al finalizar comparte los resultados, de esta manera se ejerce la coeva-
luacién entre compaiieros de equipo. Trabaja en tu libreta.

1. Para las siguientes funciones calcula las operaciones hasta obtener una nueva
expresion. :

a. f(x +g(x)

c. f(x)glx)
f(x)

d. g(x)

e. (fog)(x)

e o o
- S
~

f(x =at=dxt2d, g(x)=x+1

2. Decidiste sembrar manzanilla y yerba buena en tu casa. Para ello requieres cercar
una porcién de tu jardin y cuentas con una pared, para cercar dispones de 800
metros de malla y solo vas a cercar tres lados del rectangulo.

Expresa el drea del jardin en términos de su ancho.

Denominemos a x como el ancho y a y como el largo del rectdngulo a cercar.

progresicn ANENED
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3. Vamos a analizar la siguiente situacion: el costo de producir playeras deportivas
estd dado por C(x)=30x+1500 y el ingreso por cada playera es de $180.00. ;Cudl
es la utilidad, considerando las expresiones anteriores?

Comparte el planteamiento con tus compafieros y docente, para reconocer la
operacion con funciones que fue necesaria realizar para encontrar la utilidad.

Plantea el procedimiento y comenta con tus compafieros la solucién a la situacion.

Es importante que reconozcas que los costos estdn compuestos por costo fijo
y costo variable de producir una pieza, asi como que el ingreso es el precio de
venta por producto.

S8 CIERRE

Reto ed uc_d tivo T —
Instrucciones: trabaja en equipos o pares para identificar de los ejemplos en sagital la
funcién inyectiva, la funcion suprayectiva, la funcién biyectiva y la relacién.

Para cerrar esta progresion serd necesario que compares tus resultados con tus
compafieros y el grupo pueda validar las respuestas para que todos tengan la misma
informacion.

1. Larepresentacion sagital de los jugadores destacados y los dorsales que los iden-
tifica en sus diversos equipos por ser personajes emblematicos para el equipo.

A

Rafael Marquez

Roberto Carlos \

Cristiano Ronaldo

Messi

Andrea Pirlo /

Kaka

Jugadores Destacados

@R, rrogresisn
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2. La representacién sagital de los pilotos de la F1 y sus escuderias en la tempo-
rada 2024.

Max Verstappen
Red Bull Racing

Sergio Pérez

Charles Leclerc )
Ferrari

Carlos Sainz

George Russell » Mercedes

Pilotos F1 Escuderias F1

3. Larepresentacion sagital de las atletas calificadas a las olimpiadas de Paris 2024
en algunas disciplinas.

A B

Taekwondo

Daniela Souza
Ciclismo de ruta

Andrea Ramirez Fregoso
Plataforma 10 m

Alejan TOZCO . . , .
] dra O Gimnasia artistica

Gabriela Agindez Boxeo

Ciclismo de
montafia

Alexa Moreno

Atletas femeninas Olimpiadas Paris 2024
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4. Larepresentacion sagital de los sectores productivos y sus actividades.

A

Agricultura

Ganaderia

Sector primario

Pesca

Mineria

Explotacion forestal

Sector secundario —> Construccion
Artesania

Industria

. —» Servicios
Sector terciario

Transporte y
comunicaciones

Comercio
Sectores Econdomicos Actividad
» \YIRGO * —t *’/4\4.7_*»\4. CAPRICORTE "
* + ARlEs\*‘\* ~ 1 k% * ‘*‘/
* &
L B e * ACUARIO
* |
/* SAGITARIO +L+ A ,f/*
+ / 4 + /'
+ o~ H——+ 4 TAURO | A
/ . 4 :
4 CANCER +j* +/\ \ * /-;? j“ +> ESCORPIO
/+ +/+WT e —\\,#r"
B - ;
+
.e.
X A LEO‘*;/ ¥ g’*\ _.,(* *’ PICIS
————— "“L_‘_ +
’/{ LIBRA| Y \t"w/ [ s J’é#"\;
% S
4 *{—é— 4 GEMINIS # ¥ ¥
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| PROGRESION 4 Analiza la grdfica

... de funciones de variable real buscando simetrias y revisa conceptos como continuidad,
crecimiento, decrecimiento, mdximos y minimos relativos, concavidades, entre otros, resal-
tando la importancia de estos en la modelacién y el estudio matematico.

/‘——'*“_"“‘ i i — -\ . e —— e e ‘._._,_,___\\
/ Metas \ / Categorias, conceptos | / Subcategorias, conceptos
' ; transversales cientificos asociados

” TN N

allem Vo
M1 Observa y obtiene :
' 1nforr’nac10n dgtnasiiugcion - o $1 Capacidad para observar y
o fenémeno para establecer - €3 Procesos de intuicidén y e : .
- estrategias o formas de : razonamiento. $2 PJ’ensarx;iento abitive
- visualizacién que ayuden a e -
entenderlo.
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Rretq ‘educratrivo

En la tabla se muestra la cantidad de nacimientos registrados en el municipio de Oaxaca
de Judrez en el periodo 2000 - 2008 (Fuente: INEGI)

Afio 2000 | 2001 2002 | 2003 2004 | 2005 | 2006 ([ 2007 2008

(&L LGEGE 6320 | 6357 6478 | 6436 | 6530 | 6442 | 5768 | 6847 6715

Utilizando el siguiente plano cartesiano sitia los datos a mano y une los puntos
adyacentes por medio de segmentos rectilineos.

En el eje x indica los afios (2000=1) y en el eje y la cantidad.

8000| |

jooo ||

60001 |7 1771

5000 [~

4000 ___ ............................ :.
3000

2000 %

1000 F—t—F——4~

0.1 229 4.5 6 7. 8 9 0 1112 13 08 1516 217

Reflexiona y contesta:

¢En qué afos hubo un descenso en los nacimientos registrados?
¢En qué afios hubo un ascenso en los nacimientos registrados?
<Entre qué afios la diferencia fue la menor?

¢Entre qué afios la diferencia fue la mayor?

¢En qué afio fue el mayor registro?

¢En qué afio fue el menor?

Como habras notado, al estudiar un fenémeno social, como es este caso, se pueden
recolectar los datos de manera facil a través de una tabla, pero es dificil observar cier-
tas situaciones si no se representan esos mismos datos en forma de una grafica. Se
vuelven mas evidentes los segmentos en donde hay un descenso o un ascenso, asi como
el punto mas bajo y el mas alto. Ademads, nos ayuda a intuir si el reglstro de nacimientos
en los proximos afios es ascendente o descendente.

En eso radica la importancia de la grafica de las funciones.

@R Frooresicn
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Las graficas de las funciones resultan de gran utilidad, ya que nos permiten observar el
comportamiento de los datos, podemos ver si existe una tendencia ascendente o des-
cendente de los datos, en qué intervalos crecen o decrecen, si la funcién tiene un punto
méximo, un minimo y ciertos puntos en donde hay picos o existen valles (hundimientos)
en la grafica, también si la grafica corta o intersecta a los ejes.

Por eso es importante conocer como determinar esos aspectos o caracteristicas que

tienen las graficas de las funciones.

La grdfica de una ecuacidn

Caracteristicas de la grdfica de una ecuacion

Flash educqtiyo

El matematico francés Rene Descartes, en el afio
1637, revolucion el estudio de las matemdticas

al unir el dlgebra y la geometria, Utilizando el

plano coordenado, los conceptos de la geometria
pudieron expresarse analiticamente y los conceptos
algebraicos pudieron observarse en forma grafica.
Esta nueva manera de trabajar las matematicas
permitié contemplarlas desde diferentes

/\/\ fx)

perspectivas (grafica, analitica y numérica).

5/

Flash _educativo

Gottfried Wilhelm Leibniz us6 por primera vez,
en 1694, la palabra funcién como un término
para indicar cualquier cantidad unida a una
curva, como las coordenadas de un punto, de una
curva o la pendiente de ésta. Cuarenta afios mas
tarde, Leonhard Euler usé la palabra funcién para
_ describir cualquier expresién constituida por
una variable y algunas constantes. El introdujo la

notacién y=f(x). )

1
x
Continuidad Simetria
\ P /
/w >
: \_\/ X
a b i
Creciente o Concavidad
decreciente y
} /\
0 ‘ x'
0l x
Maximos y Puntos de
minimos inflexion
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Continuidad

La continuidad de la grafica de una ecuacion, se dice intuitivamente, se logra cuando pode-
mos dibujar la grafica con un solo trazo del l1dpiz sin levantar del papel.

Aungque esta idea es simple, cuando se trata de profundizar en el estudio de funcio-
nes, no es precisa.

En las funciones se observan tres tipos de continuidad: en un punto, en un intervalo
abierto y en un intervalo cerrado.

_ Continuidad

yl\ y}\

0 xXx=da . 0 |x=a x=b a4
Continuidad en un punto Continuidad en un intervalo abierto
(a, b)
y N

=2 Vv

Continuidad en un intervalo cerrado
[a, b]

@ rogresion
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Discontinuidad

Se dice que la gréfica de una ecuacién es discontinua si presenta un hueco, un corte o un
salto. Existen dos tipos de discontinuidad: evitable e inevitable. Dentro de las discontinui-
dades inevitables se encuentran las de salto finito y de salto infinito.

Discontinuidades evitables

* f)

W

N
d

X 0// a x

Discontinuidad inevitable de salto finito
-7
~

fx)

v

)
1 N
7

0 a x 0 a x

Discontinuidad inevitable de salto infinito

yl\ E y :\
' k
0 al X c 0 e

Flash educativo

Las funciones polinomiales son continuas en
los niimeros reales, las funciones racionales
son continuas en su dominio y las funciones
compuestas son continuas en su dominio.
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Intersecciones de una grdfica con los ejes

Dentro de los puntos solucién que dan origen a la gréfica de una funcién existe dos que son
importantes: los que tienen cero en la coordenada en x y el que tiene cero en la coordenada
en y. Estos puntos son conocidos como intersecciones con los ejes. La interseccién con el eje x
es representado con el punto (a, 0) y la interseccion con el eje y con el punto (0, b).

N

y

(a, 0)

N

(0, b) 0 x

Es posible que una grafica no tenga intersecciones con los ejes, o bien, podria
tener varias.

Encuentra las intersecciones con los ejes x y y de la grafica
y=x*-4x+3

Solucion

Para encontrar las intersecciones con el eje x, igualamos a cero el valor de y. Resolvemos
la ecuacion para x:

x}—4x+3=0 Sustituimos y =0
(x=3)(x-1)=0 Factorizamos
=3 x=] despejamos x para resolver.

Como esta ecuacion tiene dos soluciones, se puede concluir que la grafica tiene dos
intersecciones con el eje x: (1, 0) y (3, 0).

@B, Frogresion
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Para encontrar las intersecciones con el eje y, hacemos x=0 y sustituimos en la ecuacién:

y=x"—4x+3
2
(0) -4(0)+3=y Sustituimos x=0
0-0+3=y Realizamos las operaciones
y=3 Resolviendo

La solucién indica que la gréfica tiene como interseccion con el eje y: (0, 3).

Ahora ubicamos todos los puntos en el plano cartesiano, observa las intersecciones
con los ejes.
3\

(0,3)
2-.
1“
(1,0) (3,0
of N 2 /2. 4 5 6 7 & 9
-1t
=x-dx+3
21 Y x
@ Reto educativo 1 :

Trabaja en tu libreta, puedes apoyarte en GeoGebra para verificar tus resultados; sin
embargo, pide a tu docente que te ayude a revisar tus procedimientos.

Determina las intersecciones con los ejes de la gréfica de los siguientes incisos:

a. y=4-x d. y=x3—2x2—x+2
b. y=x-x e. y=—x"+2x+3
C. y:—2x+2

Simetria de una grdfica

Es de gran utilidad saber que una gréfica tiene simetria antes de trazarla, ya que ayuda a
determinar una apropiada vision de ella.

Vamos a pensar que como en una pantalla de computadora o de celular, la gréfica se
verd en un rectangulo, el cual llamaremos rectangulo de visién, entonces, si conocemos
que la grafica es simétrica podemos determinar cudl es el rectdngulo de vision apropiado.

Progresién AN
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Existen tres tipos de simetria:

1. Una grafica es simétrica respecto al eje y, esto siempre que (¥, y) sea un punto de
la grafica, y (-x, ¥) también lo sea.

2. Una grafica es simétrica respecto al eje x, esto siempre que (¥, y) sea un punto de
la grafica, y (x, -y) también lo sea.

3. Una gréfica es simétrica respecto al origen, esto siempre que (%, ) sea un punto de
la grafica, y (-x, -y) también lo sea.

Simetria respecto al eje y:

2, 7) (2, %)
Simetria respecto al eje x Simetria respecto al origen
(6, ¥) (5 )
(2, -y) (-, -y)

Pruebas para determinar la simetria:

1. Lagréfica de unaecuacion en xy y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x por
-x se obtiene una ecuacion equivalente.

2. Lagrafica de unaecuacion en xy y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y por
-y se obtiene una ecuacion equivalente.

3. Lagrafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir x
por -x y y por -y se obtiene una ecuacién equivalente.

@I, Progresion
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_Eemplo 277

Demuestra que la grafica de y=x’ —4x essimétrica respecto al origen.

Solucion
y=x —4x Ecuacion
—y=(-x) -4(-x) Sustituyendo x por -xy y por -y
—y=—x"+4x Simplificando
y=x"—4x Multiplicando por -1

Como se observa, al realizar la sustitucion de las variables, se obtiene una ecuacion equivalente.
Podemos concluir que la grafica de y =x’ —4x es simétrica respecto al origen.

Ejercicios:
1. Demuestra que la grifica de y =x"—2 es simétrica respecto al eje .

2. Demuestra que la graficade y* =x" —1 es simétrica respecto al eje x.

. 4 o ;
3. Demuestra que la grafica de y =— es simétrica respecto al origen.
X

4. Demuestra que la graficade y= es simétrica respecto al origen.

Pl |

5. Demuestra que la graficade y= |x3 +x‘ es simétrica respecto al eje y.

En funciones, una funcidn es par si su grafica es simétrica respecto al eje y, e impar si su
grafica es simétrica con respecto al origen. La simetria en el eje x no existe en las funciones.
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Grdfica creciente o decreciente
La gréfica de una ecuacion es creciente en un intervalo si al aumentar el valor de x aumenta
el valor de y. Y es decreciente si al aumentar x, disminuye el valor de y.

Grafica creciente Grafica decreciente

.: h 3 ; : N
rd 7
0 % x1 ¥ 0 % X1 x
Donde: Donde:
X, >X 252
N2y <y

_Ejemplo3

En la siguiente grafica determina en qué intervalos la funcién es creciente o decreciente.

Solucién

a—

Crécierilte

"gt‘é C;rec:ient‘:Le |

=

7 6 5 -4
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La funcién es creciente entre — y —1.86, ademds del intervalo entre -0.53 y +w.

La funcidn es decreciente entre —1.86 y —0.53.

CONCAVIDAD

Laidea de concavidad hacia abajo es un
plato sin pozole.

La idea de concavidad hacia arriba es un
plato con pozole.

Plato con pozole Plato lavado y secandose
4 ¥
f)
J)
0 x’ 0 x’
Concava hacia arriba Concava hacia abajo

Si trazamos rectas tangentes a estas curvas, se observa lo siguiente:

En el primer caso la grafica queda por arriba de las rectas tangentes y en el segundo
caso, la grafica queda por debajo de las rectas tangentes:

S -~
y Y
> >
0 % 0 %
Las rectas tangentes Las rectas tangentes
quedan por arriba quedan por abajo
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Entonces, podemos decir que:

La grafica de una funcién es céncava hacia arriba alrededor de un punto si la grafica
queda por debajo de las rectas tangentes en ese punto. Por otro lado, la gréfica serd concava
hacia abajo alrededor de un punto si la grafica queda por debajo de las rectas tangentes,
alrededor de dicho punto.

'.._-Ejem'pl_°', 45

En la siguiente grafica determina el intervalo en que es concava hacia arriba y céncava
hacia abajo.

Solucién

La funcién es concava hacia abajo, entre —oo y 0, y es céncava hacia arriba, entre 0 y .

Mdximos y minimos

Un maximo relativo de una funcién es un punto de la grafica donde la funcién cambia de ser
creciente a ser decreciente. Por su parte, el minimo relativo de una funcidn es un punto de la
grafica donde la funcién cambia de ser decreciente a ser creciente (Leithold, 1988).

S A

¥ ¥
Creciente : Decreciente Decr¢ciente | Creciente
' - : N
0 a % 0 a x

Maximo relativo Minimo relativo




Ejemplo 5
Indica que punto es maximo y minimo de la siguiente grafica.

Solucidén

-4 -3 -1 0 1 3 4
Decragiente Creciente

3 E

Observando la grafica, el punto D es un méximo debido a que la grafica crece y pasando
el punto decrece y el punto E es un minimo, la gréfica decrece y pasando el punto crece.

Puntos de inflexion

Un punto de inflexién de una gréfica es aquel donde hay un cambio de concavidad. Es la

transicién donde pasa de ser céncava hacia arriba a ser céncava hacia abajo y viceversa.
l N A V
inflexion ¥| Tummde
inflexién

P L

Y

N N
rd
_ 0 x 0 x
Concavo Concavo Coéncavo Concavo
hacia arriba ~ hacia abajo haciaarriba  hacia abajo

Ahora que ya conocemos las principales caracteristicas que puede tener una gra-
fica, podemos analizar su comportamiento de forma mas detalla. De tal manera que la
interpretacién de la grafica nos permita resolver problemdticas que se pueden representar
visualmente.

Progresion A END
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Reto educativo
Instrucciones: realiza lo que se te solicita a continuacion.

1. Vamos a verificar lo aprendido. Recuerda creciente, decreciente, concavidad
hacia arriba o hacia abajo, puntos de inflexion, maximos y minimos. Para el
primer dibujo, estdn marcadas las rectas tangentes para definir la concavidad.
Para el resto de los dibujos deberds hacer lo mismo y marcar los criterios antes

 mencionados. Finalmente, menciona el tipo de concavidad que presenta.

a.




Pensamiento Matemadtico [l

c. Observa el ejercicio de crossfit, construye las curvas que salen de hacer
este ejercicio para identificar las tangentes en las curvas y el resto de los

criterios.

d. Por Gltimo, trabaja en la imagen de la trayectoria que sigue el carro de la
montafia rusa para identificar tanto las rectas tangentes como los criterios

trabajados.

R

X

PREEDIXDA

RO

X[

Y]

XX

X

0

4RO

X

XXX

]

X

X

XX

2. En equipos y utilizando GeoGebra grafica las siguientes ecuaciones. Detalla en
cada una las siguientes caracteristicas: intersecciones con los ejes, simetria,
intervalos crecientes y decrecientes, concavidad, maximos y minimos, y pun-

tos de inflexion.

Progresién LD






Conceptualiza el limite

... de una funcién de variable real como una herramienta matemadtica que permite com-

prender el comportamiento local de la grafica de una funcién.

" S

Vg :
\ / Categorias, conceptos\

transversales

[ Subcategorfas, conceptos
cientificos asociados

B
M1 Ejecuta cdlculosy
algoritmos para resolver

problemas matematicos, de
las ciencias y de su entorno.

N| 7

C1 Procedural.

N N

7 g, ASTTEE |

@ S1 Elementos
variacionales.

M2 Desarrolla la percepcion
y la intuicién para generar
conjeturas ante situaciones
que requieren explicacion o
interpretacion.

M1 Describe situaciones
o fenémenos empleando
rigurosamente el lenguaje
matemadtico y el lenguaje
natural.

C2 Procesos de intuicién y
razonamiento.

® S1 Capacidad para
observar y conjeturar.

® S2 Pensamiento intuitivo.

® S3 Pensamiento formal.

C4 Interacci6n y lenguaje
matematico. :

® 51 Registro escrito,
simbodlico, algebraico e
iconografico.

® 52 Negociacion de
significados.
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@ APERTURA

Hagamos un viaje a la mitad del mundo, a la
latitud 0° 0’ 0” para tomarnos una foto. ;Qué
opinas? ¢la mitad del mundo es un punto en
Quito o una franja? A esta mitad del mundo
se la llama el ecuador.

En esta progresion nos convertiremos
en exploradores, no solo para encontrar la
mitad del mundo, también para compren-
der si es un punto con exactitud, una franja
y comprender el limite que lo representa.

Intentaremos acercarnos al limite del
ecuador, primero con una lupa, observando
valores pequefios por ambos lados. Luego,
lo haremos con un microscopio verificando
que cada vez hay mads valores infinitos que
se acercan al limite buscado.

Observa la franja como la mitad
del mundo a la cual nos acercamos por la
izquierda o por la derecha, revisando el
comportamiento de los valores al punto
referido.

Instrucciones: con tu docente y en participacién con el grupo, comenten qué otras
ideas respecto al limite conocen, por ejemplo la orilla de un rio antes de cruzarlo, o
en la vida cotidiana existen muchos momentos o situaciones en los que identificas un
limite, comenta esos ejemplos con tus compafieros. ;Cémo relacionas la paradoja de

Zenon con la idea de la mitad del mundo?

@R, rooresicr
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# DESARROLLO

;Qué es un limite?

Decimos que nos acercamos a un punto
por la derecha o por la izquierda (limi-
tes laterales), con valores cada vez mas
pequefios de forma infinitesimal.

Limite en matematicas es:
lim

Y la siguiente expresion x- a,
selee: xtiendeaa

Pidele a tu docente que te ayude
a leer la siguiente expresion:

lim f(x)

X—a

“Ejemplo 1

Vamos a determinar el limite cuando xtiende a 3 de la funcién fi(x) = x + 1 (Te sugerimos que
en todo momento compares el grafico con GeoGebra como herramienta de apoyo visual).

Solucion

Hagamos un acercamiento al valor de x cuando tiende a 3 para construir una tabla:

Establecemos los valores que considera-

mos para acercarnos por la derecha y la
izquierda para:
fx)=x+1
2.9 3.9
2.99 3.99
2.9999 3.9999
3.0001 4.0001 s
3.001 4.001
3.01 4.01
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Observa que, tanto por la izquierda como por la derecha, los valores de x cercanos a
3tienden a 4.

Concluimos

lim f(x) =4 lim f(x)=4

=3 x—=3*

Se lee: el limite de la funcién es igual a 4 Se lee: el limite de la funcién es igual a 4
cuando x tiene a 3 por la izquierda. cuando x tiene a 3 por la derecha.

Podrias cuestionar el por qué de hacer estos acercamientos si todo se podria resolver
simplemente sustituyendo el valor y obtener el resultado de inmediato. Sin embargo, se
trata de realizar un andlisis minucioso de la situacién planteada.

Un limite puede ser una frontera, geogrficamente es marcada para delimitar el espacio
territorial de dos paises, como el rio Bravo en el norte.

Toda funcién presenta una continuidad
o discontinuidad en su trazo

La continuidad en una grafica es porque no presenta ruptura o interrupcién en su trazo.
La discontinuidad la podemos encontrar cuando existe una ruptura o interrupcion en el
trazo de la grafica, en ocasiones es evitable y en otras es inevitable. También son graficas
que presentan saltos.

b, Progresién
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Ejemplo 3

Ejemplo de grafica discontinua inevitable, generalmente para las funciones racionales

)
0=

Ejemplo de grafica discontinua evitable.

-l A @
progresicn AN
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En tu clase de Cultura digital seguramente te ensefiaron a usar GeoGebra, otro
recurso es revisar los videos de Youtube o algiin TikTok que te ayude a comprender

coémo graficar los limites.

¥ Reto educatlvo 1 : —-
Instrucciones: trabaja en pares, ut111za GeoGebra para graﬁcar y reahza una tabla con
valores posibles para la funcién. Comparte tus resultados con tu grupo.

Dada la funcién f, construye la tabla para acercarse a 2 por la derecha y por la

1zqu1erda

1
X
de
1. Utiliza tu calculadora para ir sustituyendo los valores en la funcion

Acercarse por la derecha

Acercarse por la izquierda

1.9 199 1,999 1.9999 2 20001 2,001 =201

f)

a. ;Qué sucede en el valor de x=2?
b. Observa los resultados para indagar el comportamiento de los mismos

c. Trazalagrifica en tu libreta para conocer el comportamiento de las curvas

Comenta tu conclusién con tus compafieros una vez que hayas terminado la

tabla y la grafica.

nP”rogreSién' .
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Ejemplo 4. % "

Vamos a determinar el limite cuando x tiende a 5 en la funcion.

f(x)= x° =25

x=5

Solucion

Observa la grafica, en ella puedes checar que en el punto x=5 se marca una linea punteada
tenue y un circulo vacio, lo cual indica que existe una DISCONTINUIDAD, es decir, que la
curva se interrumpe (lo que significa que no existe un resultado real) para x = 5, puedes
comprobarlo al sustituir el valor en la funcion.

Entonces construimos la tabla, acercandonos por la derecha y la izquierda.

Establecemos los valores cercanos a x = 5 Observa la grafica:
por la izquierda y por la derecha:

42 w05 T

/(%)

x=5

4.9 o
4.99 9.99
4.9999 9.9999
5
500010 1000l 1o
3,90 10.001
10.01

5.01

Para evaluar el limite se debe aplicar el proceso de factorizacién, dado que al susti-
tuir x =5, en la funcidn original no existe un resultado real.

g ¥ =25 (5).=25
=5 x-5 5-5

<[

Sustituir x=5

Este resultado 0/0, no existe, por lo tanto, debemos factorizar.

Progresion JEID)
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: =25 (x+5)(x-3)
Factorizando: El_l‘.rsl sy - (x,_s)

| Sustituir x=35 lxi_rfslx+5 =5+5=10

Tesoro digital

En este QR podrés
encontrar mas ejemplos de
Khan Academy.

=x+5

Concluimos

La discontinuidad en x = 5 se pudo evitar
al reducir la funcidn, quedando evitable en
(5,10).

@ " Reto educativo 2

Instrucciones: ahora vamos a trabajar un poco y descubrir el comportamiento de los
limites por aproximacién del lado derecho y lado izquierdo. Para ello construye una
tabla o tabulador donde puedas observar cémo acercarte a cada valor indicado.

: 3
a. lim —
=1 x +1

Sox+3

=2 x—2

c. limx®+3x-2

x—=1*

2
& i . F X8

=T x=2

e. hml

=0 x

@R Frogresicn
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@ CIERRE

2

eto e-duca_tivo

R

Instrucciones: las matemadticas son la representacion de nuestro entorno, nos sirven
para modelar muchos comportamientos y situaciones de la biologia, la economia, la
estadistica, la medicina y muchos mas.

Hemisferio

Planteamos la pregunta: ¢las Norte

matematicas son un descubrimiento e 90° N
0 son un invento? :

Observa la imagen e identifica al
ecuador y a todas las mediciones de
nuestro planeta.

00
90° S

Hemisferio
Sur

Ahora vamos a compartir algunas conclusiones con tus compatrieros:
1. ¢Qué son las matematicas en nuestro mundo?

2. Menciona los limites que identificas en esta imagen del mundo.

3. Comenta qué crees que sucederia si alcanzaras a tocar un limite, es decir,
¢qué clase de consecuencias existirdn al tocar un limite?

Para completar tu aprendizaje te sugiero revises el siguiente QR.

Las matematicas... ;las descubrimos o las inventamos?

™






Identifica y contextualiza

...]Ja continuidad de funciones utilizadas en la modelacién de situaciones y fenémenos y
hace un estudio, utilizando el concepto de limite de las implicaciones de la continuidad de
una funcién, tanto dentro del desarrollo matematico mismo como de sus aplicaciones en la

modelacidn,

e e e e .

s Metas

1=

“‘\~

\1 / Categorias, conceptos

transversales

L]

P ~

Vg

;’/ Subcategorias, conceptos

cientificos asociados

)

7 N i

M1 Observa yobtiene
informacién de una situacién

o fenémeno para establece_r -

estrategias o formas de

; -';f?s_,,

visualizacién que ayudena -y

entenderlo

R

M2 Socializa con sus

pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos
en la solucién de un
problema tanto teérico como
de su entorno.

COBAD

? o

C4 Interaccién y lenguaje
matematico.

£

® S3 Ambiente matematico
de comunicacion.

\.
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La propuesta de estudio de esta progre-
siébn es “Identifica y contextualiza la
continuidad de funciones utilizadas en
la modelacién de situaciones y fenéme-
nos”. Por tanto, lo abordaremos desde
la idea de continuidad y discontinuidad.
Desde la progresion anterior introduci-
mos el término de continuidad que ahora
retomaremaos.

En la revista Muy Interesante se

explica que:

El corazén impulsa la sangre
por el sistema circulatorio, que forma
una red de casi 100 000 kilémetros,
es decir, dos veces y media Ia
circunferencia terrestre (40 000 km).
Aproximadamente, la octava parte de
este flujo sanguineo es conducido al
cerebro, y el resto recala en otras partes
del organismo (Fernandez, 2009).

@ Reto educativo

Instrucciones: en condiciones de una persona sana podemos decir que el flujo de san-

gre es continuo.

e = T

T

'@ ;Cuales serian las condiciones que interrumpen el flujo de sangre?

® ;Cudl es el estudio que sirve para medir el ritmo cardiaco?

® ;Cudntos litros de sangre por minuto bombea el corazén?

® :En qué momento podemos decir que el flujo de sangre es discontinuo?

® En condiciones de reposo en tu silla, durante un minuto registra cuantas pulsa-

ciones realiza tu corazon.

Comenta con tu docente y compafieros si existe algtin intervalo que pueda apli-

carse al flujo de sangre continuo.

@R, Progresion
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- Continuidad de funciones

“Podemos decir en términos sencillos que la continuidad
es dibujar una grafica sin despegar el lapiz del plano”.

Observa el esquema para conocer la continuidad de las funciones

Continuidad de Funciones

D

( Funciones discontinuas )

( Funciones continuas

__________________

o
' _Reto educativol ==

Instrucciones: para estos ejercicios tomaras en consideracién la observacién sobre el
trazo de la gréfica y, con apoyo de tu docente podrds concretar el tipo de discontinuidad
que identificas. Es necesario trabajar en equipo.
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Tipo de discontinuidad: d Tipo de discontinuida&:

I R T TR e T T e it o

e R i e e i i B

Observando el comportamiento de las graficas de la actividad anterior, podemos
decir que de manera intuitiva las funciones polinomiales son continuas, dadas las siguien-
tes propiedades:

n % n-1
P(x)=ax"+a, x"" +.. +ax+a,

n-1
® Sif(x) = P(x), su dominio son todos los nimeros reales.

® Si f(x)- P(x)

, para todos los valores de Q(x)=x.
Olx

® Si f(x)=1P(x),dado que nseaimpar, su dominio son los nimeros reales, o n par

su dominio son aquellos valores donde el radicando sea positivo o cero.

De manera formal todas las funciones deberan cumplir con las siguien-
tes condiciones f{x) para ser considerada continua:

Para que una f{x) sea continua en el punto x,ER .
a. f(%,) estd definida
b, J}E{l f(x) existe

c. lim f(x)=f(x,)

X=X,




Pensamiento Matemadatico Il

_Ejemplo 1
Verificar la continuidad de /(x)=3x+2 en %=1

Solucidn 1

Si observamos la funcién, sabemos que es de primer grado, polinomial y, por tanto, es con-
tinua en todos sus puntos. Veamos la gréfica.

Y al sustituir en la funcién f(*)=3x+2 el valor de x = 1 nos da un resultado de 5,
formando la pareja ordenada (1,5). Eso significa que la grafica es continua en x =1, por eso
se pinta el punto de negro o punto lleno.

A
=]

fle) s~ d(1,5)

4

Solucidn 2

Utilizamos las condiciones para comprobar la continuidad.

1)

Decimos que f(x) estd definida en

Para x, =1 en flx) S
0 =

F(1)=3(1)+2=5

Es decir que nos dio un resultado real.

Decimos entonces, lim f (x) sfexistey

lim f(x)=5

x—>1

lim f (x) lim3x +2=3(1)+2 =5

X—*Xp

Entonces lim f(x) = £ (1)

i _ Como lim f(x)=5 :
xggf(x) /(). Como' )5 Por consiguiente f(x) es continua en

f(1)=5 x, =1

Conclusion

Por consiguiente f(x) es continua en X, =1, dado que cumple con las tres condiciones.

Progresion AR
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_Ejemplo 2

Verifica la continuidad de la funcién polinomial f (x) =x"-3x+4

Solucion

Dado que x = 1 se sustituye en la funcion
F1)=(1)-3(1)+4=2.

Se puede decir que la funcién es continua para x = 1.

x’-2x-24

Determina si la funcién racional fx)=="= es continua para x = 6 y verifica en la
grafica la continuidad. x* -36
Solucion

Vamos a avanzar en la comprension de los pasos.

1. Evaluar la funcién parax=6 |
0
0

El resultado 0/0 indica que la funcién NO ESTA DEFINIDA en x = 6, entonces se debe
simplificar a partir de una factorizacion para eliminar la continuidad.

=x2—2x—24_(x-—6)(x+4)_x+4

= = i 6
/(x) i (x-6)(x+6) J:+6’SlxT
x+4_10 48333
=6x4+6 12

Conclusion

La grafica es una funcién racional con discontinuidad evitable en x = 6.

R

T
- .
1312 41 10 8§ 8 7 6 54 43 2 A0 i1 2 3 4 5 & 7 B 8 10 "o
SR AN S T Lo 3

@B rrogresion
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;. Ejemplod "= v

Determina si la funcidn es continua parax =1y x=4.

3x+1, six<l
f(x)=<x+3, silsx<4
! 1 six>4

| x-4

Solucidon

Descifrando a f{x)), colocamos sobre una recta los intervalos y las funciones seguin sus inter-
valos, esto con propésito de ubicar cudnto nos podemos acercar al valor por la izquierda o
por la derecha.

F(x)=3x+1 | F(x)=x+3 | flx)=—
x_
x<1 l 1< x4 x>4
Por la izquierda ' Porladerecha
- + - +

1 4

Entonces, comprobamos el limite paralas funciones, considerando los valores por la
izquierda y por la derecha segiin la ubicacién que ya se planteo:

Parax=1es:

limx+3=1+3=4 Ahora probaremos si es continua para x=4

x—1

Cuando x tiende a 1, el limite es 4.

Calculamos los limites laterales: Calculamos los limites laterales:
Cuando x tiende a 1 por la izquierda Cuando x tiende 4 por la izquierda
lim3x+1=3+1=4 limx+3=4+3=7
x—1" x—=4
Cuando x tiende a 1 por la derecha Cuando x tiende a 4 por la derecha
1 1 |
i =1+3= lm ——=——=—=+o
Jgwo LTS st N Bt O

~ Progresién
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Conclusion: como los limites laterales Conclusion: como los resultados de los
coinciden con el resultado inicial, decimos limites son diferentes, decimos que la
que la funcidn es continua en x = 1. funcién es discontinua en x = 4.

Observamos la grafica:

Utiliza como herramienta de apoyo a GeoGebra para verificar la grafica.

5 4 3 =

' Reto educutlvo o

Instrucciones: en parejas, plantea la soluc1on para la s1gu1ente 31tuac1on, 1nc1uyendo el
uso de GeoGebra.

1. Un negocio de copias tiene en la entrada un anuncio con los siguientes precios,
segun el volumen de las copias requeridas.

$/Copi

0-100 0.75
101-200 0.50
Mais de 201 0.35

Plantea la funcién para cada precio, incluyendo su intervalo, y analiza la conti-
nuidad. Asimismo, construye su grafica.

Es 1mportante compartir los resultados con tu docente y companeros para llegar
juntos a una misma solucion. .
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2. Revisando el Reglamento de la Ley de Movilidad de la secretaria de movilidad
del estado de Oaxaca, la velocidad maxima en la ciudad es de 50 km/h, y de 30
km/h en zonas como escuelas y hospitales.

La multa por exceder el limite de velocidad en la ciudad es de 10 UMAS' por cada
kilémetro. Para este ejercicio se establece que también se cobrard multa por manejar
por debajo de los 30 km/h.

Expresa el monto de la multa flx) en términos de la velocidad (x) y trazar la grafica.

3. Determina la continuidad o discontinuidad de las funciones siguientes, traza
sus respectivas graficas usando GeoGebra.

f(x)={x3+x2+2, x<1
a. x+3, x=1
b. f(x)=xT:—6—4, para x, =8

c. f(x)=3x-1,para x, =2

)_xz+x—2

; , para % = -2
X+

d. f(x

1 La uma (Unidad de Medida y Actualizacién) es la medida sobre la cual se realizan los célculos de obli-
gaciones federales. Esta referencia economica reemplazo al salario minimo, ahora en el reglamento marca
que seran de 10 a 20 umas. Cada una tiene un valor referencial de 108.57 pesos, en el 2024.

@ CIERRE

Antes de cerrar esta progresion vamos a analizar una de las situaciones de la actividad
anterior.

Recordando el cartel del negocio de copias:

0-100 0.75
101-200 0.50
Mas de 201 _ 0.35

Progresion KD
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Vamos a armar la expresion algebraica en términos de funcién, con la cual podemos
comprender el precio de las copias dependiendo de la cantidad que se requiere. A esta fun-
cién se le denomina funcion a trozos.

Compara tus resultados con el resto del grupo y con ayuda de tu docente construye
la grafica.
0.75x, si 0=x=<100

f(x)=10.50x, sil01=x <200
035x,  si x=201

Tesoro d_igit_ﬂl

Para complementar tu aprendizaje puedes visitar la pagina del QR.

Maere Prec

Lorem Ipsum

Soller Cot

Sit Amet

Losic Great

Merit Jolic

Hest Most

@I Froo:esisn




Interpreta diferentes
perspectivas y métodos

PROGRESION /

... el concepto central del cdlculo diferencial, “la derivada”, de forma intuitiva e intenta dar
una definicién formal, asi como la bisqueda heuristica para encontrar la derivada de la fun-
cién constante, lineal y algunas funciones polinomiales.

; 1 R e
. \ oy
/ Metas ﬂategorius. conceptos ,/ Subcategorias, conceptos
; R ' transversales . cientificos asociados

ammen,  ammen e a0
M2 Analiza los resultados Cl Procedural. o
obtenidos al aplicar : '
procedimientos algoritmicos
propios del Pensamiento
Matemadtico en la resolucién
de problematicas tedricas y
de su contexto.

T e

M2 Desarrolla la C2 Procesos de intuicién y ® Sl Capacidad para
percepcién y la intuicién razonamiento. observar y conjeturar.
para generar conjeturas
ante situaciones que
requieren explicacioén o-
interpretacion.

® S2 Pensamiento intuitivo.
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En esta progresion nos acercaremos a la interpretacion del concepto central del calculo
diferencial y a partir de algunos métodos o de forma intuitiva poder calcular la primera
derivada.

En la vida cotidiana nos hacemos estas preguntas:
1. ¢En promedio cudntos minutos haces de tu casa a la escuela?
2. ¢Cudl es el promedio de costo de una computadora?
3. En promedio, ;a cuanto corre el kilémetro Checo Pérez?

Y cuando queremos saber lo que sucede en un instante preciso usamos la primera
derivada para calcular ese momento, para lo cual necesitamos definir algunos conceptos y
observar el comportamiento de la situacidn.

En la nueva carretera que va desde el municipio de
Oaxaca de Juarez a Puerto Escondido se tiene una
distancia de 191 km y se ha calculado un tiempo de
viaje de 2hr 52 min.

La velocidad promedio de viaje se calcula con o Oaxaca de
la férmula de: . Juérez
poll ik
t  2.52h

Esto significa que si vas al volante no debes

rebasar los 75.7 km/h. 2hr 52 min

191 km

Sin embargo, durante el trayecto esta veloci-
dad promedio definitivamente no es constante, ya
que hay arena suelta, trafico, animales cruzando y
otros obstidculos que hacen que bajes la velocidad,
por lo tanto, no podemos decir que todo momento
te desplazas a 75.7 km/h, en ocasiones disminuyes la
velocidad y otras se puede aumentar.

Puerto
Escondido

“La primera derivada permite calcular la velocidad
instantdnea en cualquier segundo durante el viaje”.

Asi que pasamos de una velocidad promedio a
una velocidad instantdnea.

@A, rrogresion
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Representacion geométrica de
la velocidad instantdnea

Volviendo al tema de velocidad instantdnea, observa la grafica. En el desarrollo de la pro-
gresién veremos cémo calcular la pendiente de la recta tangente que representa la primera

derivada de una funcion.

Con ello podemos calcular la velocidad en un momento determinado, por ejemplo, la
velocidad en el segundo 20 o en el minuto 3, si asi lo quisieras.

A

df(x)

: ” _Tles

Revisa el siguiente enlace
QR que te ayudara a revisar
el proceso histérico de la
derivada y sus aplicaciones.
El video “:Qué es el calculo?”
realizado por la Facultad

de ciencias de la UNAM,

lo puedes encontrar en
cualquiera de los dos links:

progresicn ANERD

-~ ve - TR __,_,‘k,‘t"}

v

%8 DESARROLLO

El calculo se refiere al estudio de los cam-
bios de las situaciones, nos permite tener
una mente dindmica para observar y
registrarlos, posteriormente estudiarlos y
modelarlos.

Es muy util en estudios de fisica, de
medicina, de economia, en astronomia, en
el comportamiento social, en la quimica,
biologia y muchas dreas mas. Un ejemplo
muy comun es el crecimiento de ratones y
la cantidad de gatos que hay para controlar
la plaga. Ambas variables dependen segun
persista la situacién, a nimero mayor de
gatos menor poblacién de ratones, lo cual
significa que ambas variables deben tener
relacion entre si.
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: T_esqro d_:i_gital

Es momento de complementar la informacién para continuar. Revisa el video del gr
donde podras observar la interpretacién grafica de la variacién de las variables.

“La derivada es una razon de cambio de una variable con respecto a otra”.

El cdlculo diferencial es la herramienta poderosa para estudiar las curvas a partir
de las rectas y partiendo del trazo de la recta tangente a dicha curva se puede calcular la
velocidad instantdnea.

Estudio de la recta Estudio de la curva

Veamos... para estudiar una recta se utiliza Se observa la grafica donde a la curva se la
la razén de cambio de y con respecto a x, y  traza una recta secante, y es la pendiente de

. . Ay la recta secante a la curva.
se denomina pendiente m = —— , su trazo '

AX
geométrico esta representado por:

B ded

B R e B B

s e i i R

G
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Definicién geométrica de la recta tangente

Ahora llevaremos h = 0 para tener la pendiente de la recta tangente a la curva.

Es importante saber que i también es Ax

mtau _AJL
Ax

" _h_mf(x+h)-—f(x)
=0 h

AR = 1@ feee S ol W - 1)

h—0

Aqui se presenta el proceso de la pendiente de la recta secante a la recta tangente con
otra curva.

‘ recta secante

Jlx+h) Farh e

i Cuando h tiende a cero

! se llama'diferencial

) r()

m=lim
=0

S e £

v
Representa ln velocidad mstantanen

Progresion JEAND
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m,, _Velocidad instantinea

Slx+h

£x)

A la pendiente de la recta tangente cuando h tiende a cero, se llama “la primera
derivada”

La derivada se usa para modelar situaciones que tienen cambios continuos, como la
variacién de la temperatura, el crecimiento o decrecimiento de una poblacién, la distancia
con respecto al tiempo entre otros.

“La derivada es una razon de cambio”
Notacion de derivada

Se lee: la derivada de la funcién fcon respecto a x es...

- Notacién de primera derivada

f )
Lagrange
Leibniz %
D
Cauchy S

- EIEmplog co o s

Calcular la pendiente de la recta tangente a la funcién f(x)=x"+2, en el punto A(1,3) y
determinar la ecuacion de la recta tangente.




Procedimiento
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Observa la gréfica para ubicar la funcién fy el punto de tangencia.

fw=x\

v

Definimos:

ler paso:

f(x+h)=(x+h)2+2

2° paso:

f(x+h)-f(x)

3er paso:
f(x+h)-f(x)
h

4° paso:

: i f(x+h)—f(x)
fx)=ln——,

Se calcula el valor dela
pendiente en el punto A(1,3)

Progresién JIKAND

m,, =lim

h—0

=x’+2hx+h* +2

=x’+2hx+h* +2—(x2+2)

= ¥ AR+ 2= =2

=2hx+ I’
h(2x +h)

h(2x+ h)
h

=2x+h

Lin&2x+h=2x+0=2x
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Observa la grafica para ubicar geométricamente el trazo de la pendiente y calcula la
ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto A(1,3)

Calculando la ecuacion de la recta tangente:

La ecuacién de la recta tangente se calcula tomando m =2 y A(1,3), revisa los cdlculos:
Se sustituye en la ecuacion de recta punto pendiente,
R =m(x—xl)
y-3=2(x-1)
y=-3=2x-2
y=2x-2+3

La ecuacion de la recta tangente en el punto A es:

y=2x+1

Calcular la pendiente de la recta tangente a la funcién f(x)= ! enel punto 4(L1) y deter-
minar la ecuacién de la recta tangente. =

Procedimiento

Vamos a realizar el procedimiento un poco mas fluido, esperamos podamos avanzar juntos.

Definimos: m,, =lim
h—0

f(x+h)- f(x)
h

ler paso:

f(x+h)

[a—

—_
=
+
=

—

@R roor-sisn
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L
(x+n) (x)
_(x)— x+h)
20 paSO: (x+h X
flx+h)-f(x _X-=x-h
( )=1(x) (x+h)x
__—h
(x—h)x
el
3er paso: ‘ = h(x—h)x
f(x+h)-f(x) i
# - =(x-h)x
4° paso: o 1 ) 1 =_i
o) -y =T i oy Pl e e
Se calcula el valor de la 1 | |
pendiente en el punto Mtan = P R T =i
A(L,1). (1)

Calculando la ecuacién de la recta tangente:
La ecuacién de la recta tangente se calcula tomando m =-1

y A(1, 1), revisa los cdlculos:

Se sustituye en la ecuacion de recta punto pendiente, y -y, = m(x-x,) y se realizan
los célculos necesarios. .
y=(1)=-1(x-1)

(y—1)=—x+1

y=—-x+1+1

La ecuacién de la recta tangente en el punto A es:
y=-x+2

progresicn I
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A este proceso se le denomina:

REGLA DE LOS CUATRO PASOS PARA DERIVAR

m

=Q=hmf(x+h’2—f(x)

fan dx =0
1°r paso 2¢ paso
4Er.pa50f(x+h)_f(x)
lim
h—0 h
3¢ paso

- Ejemplo 4

En fisica son utilizados los términos de velocidad promedio, por ejemplo, temperatura
promedio y con el apoyo del estudio del cdlculo infinitesimal se obtiene la velocidad ins-
tantdnea y aceleracion de situaciones planteadas.

~ Supongamos que estamos en una cancha de basquetbol, en la cual al tomar el balén
debajo de la canasta se corre al otro extremo para intentar encestar. La distancia mds larga,
de canasta a canasta, es de 28 metros que se recorren en 10 segundos.

G 7 oor<sicr
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Mario recorre en 10 segundos el total de la cancha hasta llegar a la otra canasta,
mientras que Sergio recorre solo 20 metros.

28 m de Mario en 10 segundos

20 m de Sergio en 10 segundos

28m

. . - 4 d
La velocidad promedio se puede obtener con nuestra mégica férmula de v = =
Planteamiento

Mario recorre en 10 segundos 28 metros, significa que en promedio iba a una velocidad de:

2
v= 2 28m/s
10s v
Sergio recorre en esos mismos 10 km tan solo 20 metros, significa que en promedio
iba a'una velocidad de v = ZT%,E =2m /s
s

Entonces la velocidad instantinea es la primera derivada de la funcién velocidad,
donde existe una variacién de la distancia con respecto al tiempo y es posible calcular para
cada segundo que se requiera conocer.

Podemos preguntarnos, en el segundo 3 qué velocidad llevaba Mario en ese momento,
y asi plantearnos para el segundo 5 o segundo 8, por poner algunos ejemplos.

Instrucciones: trabaja los siguientes planteamientos en grupos o pares.

1. De las siguientes funciones calcula la pendiente de la recta tangente y la ecua-
cién de la misma. Utiliza GeoGebra como herramienta de apoyo al graficar cada
curvay la recta tangente.

a. f(x)=x"-4 enelpunto A3, 5)

Progresion AR
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b. g(x)=-x*-2x enel punto A(-2,0)

c. h(x)= 2 en el punto A(-2, -1)
X

d. i(x)= = en el punto A(-2, 1)

x+3
En la capacitacion del drea de administracion, se ha decidido realizar un taller
de ingresos y utilidades. Los participantes se organizaron en equipos de tra-
bajo para vender 40 panqués a un precio unitario de $35 pesos. Al vender al por
mayor, aceptaron bajar el precio en $8 pesosy con ello poder vender 20 panqués
mas. La funcion Ingreso se describe de la siguiente manera:

1 (x)=(40+x)(35_3(_2%))

I(x)=1400+19x - 0.4x

1(x) = 1400 + 19 x — 0.4

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 80 & 7J0 5 80 85

a. Contesta las preguntas. Trabaja en equipo o pares en todo momento.
® Lavariable x ;qué significado tiene en la gréafica?

La variable y ;qué significado tiene en la grafica?

Construye una tabla para identificar los ingresos a la venta de 5, 10, 15
panqués.

Calcula la pendiente de la recta tangente en la venta de 12 panqués.

® Calcula el promedio de ingresos por vender entre 13 y 21 pastelillos.
. Lafuncién de posicién para lanzar hacia arriba un globo de agua, desde el techo
de tu casa, es f(t) =2.5+13.86:-4.9¢,

a. Calcula la velocidad instantdnea en el segundo t=1,t=2yt=3.
b. :A los cuantos segundos llega al suelo?

. Se lanza un misil a nivel del suelo mismo que describe un movimiento tipo tiro
parabdlico oblicuo, con una velocidad inicial de 100 m/s, la funcién posicion

" considerando la aceleracién de la gravedad es de /(1) = -4.9¢" +100¢

a. Calcula la velocidad instantanea que lleva el misil en el segundo t=4s.
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_ CIERRE

Vamos a retomar algunos temas importantes de fisica, dado que la fisica relaciona todo
con las matematicas, y por supuesto, no pueden estar separadas una de la otra.

Recordaremos la ley de la caida libre de los cuerpos sobre la tierra, que estd dada por

la funcidn altura } = 1 gt+vi+H -
2

Vamos a poner atencién en la aceleracién de la gravedad. Dada a nivel del mar se
. m
considera como 9.8—.
g

® h: eslaaltura en metros.
@ v:lavelocidad inicial en metros por segundo.

® g:eslaaceleracion de la gravedad.

@ t: el tiempo en segundos al iniciar el movimiento.
@

H: la altura a la que se deja caer el cuerpo.

2,

Instrucciones: toma tu tiempo para revisar en casa el video del cédigo QR para com-
prender la razén de cambio instantdneo y su aplicacion en la vida cotidiana, realiza
algunas anotaciones en tu libreta ya que en las siguientes progresiones sera necesario
tener esta informacion.

_ Reto educativo

1. ¢Qué es la derivada?

2. :Qué representa la primera derivada y la segunda derivada?

3. ¢Donde se puede aplicar la primera derivada?

ASOMBROSAS APLICACIONES de la DERIVADA y el CALCULO
;Realmente son IMPORTANTES LAS DERIVADAS?

Progresitn JERIRD
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PROGRESION 8 Encuentra de manera heuristica

...algunas reglas de derivacién como la regla de la suma, la regla del producto, la regla del
cociente y la regla de la cadena y las aplica en algunos ejemplos.

Metas Categorias, conceptos\ Subcategorias, conceptos
transversales cientificos asociados

s B

= bd

somen O comsn ] s o [ aommes O ammamn)
M3 Comparé hechos, C2 Procesos de intuicion y ® 51 Capacidad para
opiniones o afirmaciones razonamiento. | observary conjeturar.

para organizarlos en formas ' . o
légicas ttiles en la solucién _ @ 52 Pensamiento intuitivo.

de problemas y explicacién
de situaciones y fendmenos.

® S3 Pensamientc formal.

M4 Construye y plantea C3 Solucién de problemas y ® 53 Estrategias
posibles soluciones a modelacién. heuristicas y ejecucion
problemas de Areas de de procedimientos no
Conocimiento, Recursos rutinarios.
Sociocognitivos, Recursos
Socioemocionales y de

su entorno, empleando
técnicas y lenguaje

matemadtico. . /
~\‘_ - e ~ \
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En esta progresién nos adentraremos en la demostracion heuristica de algunas reglas de
derivacion.

@__APERT,U RA

La ciencia y la tecnologia
amigas de las matemdticas.

1. ;Cémo funciona un video juego?

La naturaleza estd escrita
en lenguaje matemadtico

2. :Conoces la légica de tu celular
para realizar llamadas?

3. ¢Cudl es el proceso para elaborar
una vacuna?

Y asi podemos hacer muchas
preguntas, como cuestionar el funciona-
miento de la tecnologia y los algoritmos
bajo los cuales nuestras aplicaciones nos
muestran nuestros intereses o gustos a
partir del registro de un patrén de con-
sultas frecuentes.

No olvides que somos observado-
res, que si queremos que la tecnologia
siga avanzando nosotros debemos seguir
estudiando, modelando, probando, expe-
rimentando y analizando el mundo real y
con ello construir representaciones con
simbolos que describan nuestro entorno.
iMente cientifica!

El video del QR te platica las matematicas en todo nuestro mundo. Toma tu tiempo,
pues con ello podrds acercarte a la heuristica.

@ Frogresion
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{Qué son las matematicas?

Vamos a observar a nuestro mundo, el comportamiento y ciertos patrones que presenta,
como por ejemplo los pétalos de las flores, el color de cierta especie de aves, incluido nues-
tro comportamiento social ante los gustos en géneros musicales.

Entonces encontramos que han sido traducidos o representados por simbolos y
modelados, describiendo leyes como las de Newton, teoremas como el de Pitdgoras o pos-
tulados como los de Euclides, teorias como las de Einstein con axiomas y definiciones,
hasta construir nuevas propuestas que definan nuestro avance cientifico, tecnoldgico,
social, bioldgico, médico, quimico y por consiguiente mejoren las condiciones de vida,
incluso hacerla mas comoda.

Un poco mds observadores, un poco mds cientificos, un poco mds
analiticos de nuestro entorno para propuestas futuras.

En tu comunidad los adultos mayores tienen la necesidad de pasar un arroyo y dada su
edad no es tan sencillo cruzarlo, entonces los pobladores proponen construir un puente
con tablas de madera. : :

Observa la imagen para tener unaidea de la posible construccion, donde las tablas se
colocan de tal forma que las rectas delimiten la curva al puente.

7SN

progresion ICHED
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Fla__s_h educativo _

. Enla h13tona del estudlo de las matemahcas, muchas 1deas se fueron gestando a
o la;go de varios afios y compartirlas no fue tan sencillo debido ala d]stancla yel -
i ':t:empo que tardaban en llevar las cartas de un 1ugar aotro. :

De pronto se encontraron que algunos estudios ya se estahan realizando en alguna _
& otra parte y coincidian en algunos planteamlentos, conclusumes o propuestas, lo que
eneraba suprcacxa al pensar que se habm robado las 1deas L .

P _As:, se armé una de las peleas mis epxcas entre dos grandes matematxcos. Newton
- yLeibniz enel estudio del cdlculo infinitesimal; sin embargo, ya con anterioridad
 algunos mds habian realizado contribuciones como Galileo, Kepler, Desca.ttes, o
. Fermat...y posténormente hanan miés estud:os 3 propuestas e

=

P/l DESARROLLO

Tesoro digital

...Entonces Arquimedes grité jEUREKAAA! _ :
al encontrar la forma de medir el volumen : Entonces... ;a quién

cuando se sumergi6 en su bafiera. se atribuye el cdlculo
infinitesimal?

Podemos decir que el método heu-
ristico tiene todo que ver con el Eureka de
Arquimedes.

Revisa el QR en el Tesoro
digital para que conozcas
la lucha de Newton con
Leibniz en sus propuestas
matemadticas.

Un método heuristico es un proceso cognitivo y
- reflexivo para identificar alternativas de solucion
o conjeturas hacia una determinada situacion.
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“Promover la practica de la ciencia y la tecnologia en cada estudiante es una oportu-
nidad de mejorar nuestro entorno”

Vamos a deducir algunas de las reglas de derivacion a partir de la Heuristica.

Entonces ya podras darte una idea de qué es la heuristica, y que incluso la usaremos
para deducir algunas reglas de derivacién a partir de la expresiéon de la pendiente de la
recta tangente.

f’(x)=%=1hi_;£f(x+h2"f(x)
Deduccidon de algunas reglas de derivacion

1. Regla para derivar una constante
flx)=c
La representacién grafica de una funcién constante es una recta paralela al eje x,
donde cualquier valor asignado para x converge en la misma constante.

Dada la funcién f(x)=4 la representacién grifica es:

7 Si tus problemas Asi, seran
son constantes... iguales a cero.

iDerivalos!

. flx)=4

A partir de la pendiente de la recta tangente, haremos la demostracion algebraica
para deducir la regla de la derivada para una constante.

f'(x)=%=lhi_l"[’(}f(x+h2_f(X)
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Sustituimos los valores:
4-4 0
P
Para h # 0 entonces,
f(x+h)=4 ‘ i =d 0 -
( ) F (x) 1;_13 i 0
Por lo tanto, la primera derivada de la funcién constante es
f(e)=0
y._Eiemplo.2
Dada f(x)=-7 entonces
f(x)=-7 Sustituimos los valores:
-7-(-7) o0
FlRsllim— b
Para h # 0 entonces,
f(x+h)=-7 L e R
=0 h h

Por lo tanto, la primera derivada de la funcién constante es

f’(c)=0

La deduccion de la regla de derivacion para una constante es:
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2. Regla para derivar la funcién identidad

fx)=x
La representacion grafica de una funcién identidad se puede observar enseguida.
L
o =x
_______ .
-2
~%
- 1 H 3 4 5 [ T a

A partir de la pendiente de la recta tangente, haremos la demostracién algebraica
para deducir la regla de la derivada para x.

h) -
f’(x) —Q=11mf(x+ ) f(x)
dx h—0 h
Deduccion
Dada f(x)=x entonces
f(x)=x Sustituimos los valores:
; . X+h-x
S(x)=lim=—

; ol
/(x)=lim—~1

f(x+h)=x+h

Por lo tanto, la primera derivada de la funcion lineal es

Fx)=1

La deduccion de la regla de derivacién para la funcion identidad es:

d(x)
d

=]




Pensamiento Matemadtico 1l

3. Regla para derivar la funcién dada una potencia para x
La representgcién grafica de una funcién
cuadrética f(x)=x" es:

A partir de la pendiente de la recta tangente,
haremos la demostracién algebraica para deducir
la regla de la derivada para una funcién cuadrética.

Flx)mx? Sustituimos los valores:
; CAXH h)z —
==

Y se desarrolla el binomio para posteriormente simplificar:

a4 dhx 4 htaxt

J (x)=1’1_1)13 3
; 24 2hx+H° —//
Flaj=line
El desarrollo de un bino- 2hx + h:

mio al cuadrado es: f(x)= 1}_‘}3

(a+b)*=a’+2ab+b* ] S
_ Se factoriza h para simplificar:
(a-b)*=a’-2ab + b’ Wox+h)

1’?1“133 7—‘

f(x)=lim2x +h

h—=0

Validamos para h=0
fx)=2x+0
Por lo tanto, la primera derivada de la funcién cuadratica es:

fl)=

@ Progresion
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_Ejemplo 4

Dada f{x) = x* entonces

flx)=a8 Sustituimos los valores:

x+h)=(x+h)? A
Al f'(x)=lim—(x+ J-%
En el desarrollo de un h—0

binomio al cubo puedes

usar el tridngulo de Pascal o Y se desarrolla el binomio para posteriormente simplificar:
el binomio de Newton.

; IR I AN -
i (x) =Ih1£1;1

h
i . +3xX°h+3xh* + I —/f’
f (x)=lh1_1}g 2

; . 3xXh+3xh+ K
ol

Se factoriza h para simplificar:

: . h(3x* +3xh+ h)
e

f(x) 2 im}r(3x2 +3xh+ k)

h—0 /

e il T 2 2
f(x) =1im3x + 3xh + h

Validamos para h=0
£ (2) = 3x2 + 3x(0) + (0)?
- Por lo tanto, la primera derivada de la funcién ctbica es:

fx)=3x

Tesoro digital

Revisa la liga para aprender a desarrollar binomios al cubo.

Progresién JCHED
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Revisemos los resultados de estos ejemplos y propondremos los resultados de otros
mds, para poder establecer una conclusiéon como regla de derivacion.

Funcion Primera derivada

foo=2 i
Observa como los exponentes se
flg)=o () =32 colocan a nivel de la variable y las
potencias se disminuyen en una
f(x) s x4 f,(x) % 4x3 uﬂidad.
f(x)=% f(x)=5x"

n

La deduccién de la regla de derivacién para la funcién f(x)=x":

()=

Flash educutwo A

Para el desarrollo de binomios a la n potenc1a se uuhza el tnangulo de Pascal
que  ademds, ayuda para realizar otras demostraciones, como en los niimeros poligo-
nales, en 1a suceston_de F1bonacc1 en Ios fractales, para el calculo de probabﬂxdades

Tesoro digital

En el enlace conocerds la magia del tridngulo de Pascal y cémo se visualiza con otras
areas de las matematicas, incluyendo los niimeros poligonales.

Atrévete a aprender mads.

@ Progresion
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Reto educativo 1

Instrucciones: prueba cada funcidn utilizando la definicién de derivada para deducir la
regla solicitada. '

f’(x)=%=l,,i£%f(x+h,3__f(x)
A f(x)=52
b. f(x)=-3x
[d f(x)-%:c3

n

1. Trabaja en tu libreta y en parejas deduce la regla de derivacién para f(x)=cx
2. Comparte con tus compaferos tu propuesta.

Esta actividad debera cerrarse con la guia de tu docente para verificar que la regla
ha sido adecuadamente deducida.

@ CIERRE

- Tabla de reglas de derivacion

%[x"] =nx"! gx—[senx]=cosx
%[x] sill ' %[cos x] = -senx
—[c.v]=c—[v] %[u -v]= u—[v]+v%[u]

d |
ol ke R
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Instrucciones: ahora es necesario practicar el desarrollo y cédlculo de las derivadas para
las siguientes funciones, comparte tus resultados en clase para corroborar que sean
correctos. Es importante aclarar tus dudas, practica la confianza en ti mismo para pre-

guntar.
a. f(x)=9 d. f(x)=x"Senx
b. f(x)=vx e f(x)=+ax
c. f(x)=7x"-x"+5x-2 £ f(x)=-x"+3x+1

_Reto educativo

Instrucciones; en la préactica de voleibol
estamos aprendiendo a hacer servicios ! ‘ :
desde el drea de saque. Las medidas de la i e bk (s s o
cancha son de 18 metros de largo por 9 de
ancho, un servicio lleva una trayectoria de f
(x) = - + 3x + 1. Responde:

f(x) = —le+3x+1
a. ;Cudl es la velocidad de la
pelota en el segundo uno?

b. :La pelota alcanzé a cruzar la
red?

c. ¢Cudl es la altura maxima de la
pelota?

Tesoro digital

Te invitamos a revisar el enlace, encontraras la relacién de las matematicas y la vida real.

Date el tiempo en casa o en alguna hora libre dentro de tu horario de revisar el
enlace que te proponemos.




PROGRESION O

Selecciona una problemdtica

...en la que el cambio sea un factor fundamental en su estudio para aplicar el concepto de la
derivada como razon de cambio instantdnea.

i Metas CC

5

\ /

{ Categorias \

—

C : N

Subcqtegorfcs

M2 Construye un modelo
matemdtico, identificando
las variables de interés, con

la finalidad de explicar una

situacién o fenémeno y/o

resolver un problema tanto
teorico como de su entorno.

| y modelacién.

C2 Solucién de.pr'oblemas

\\__)_;_________/ E SN A. 4
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[ig) AreErTURA

Atualrededor encontrards cambios, por ejemplo, cuando te sirves una taza de atole caliente
y lo que sucede al paso de unos minutos, al estar a temperatura del ambiente.

¢Por qué se enfria mas rapido el café que contiene tu taza cuando estas en Ixtlan de
Judrez de la sierra norte, que cuando estas en Pinotepa Nacional en la region de la costa?

Todo tiene una explicacion y este modelo lo estudié Newton con su ley del enfriamiento.

QOaxaca

Guerrero

Océano
Pacifico

0 20 40 80 120 160

&

Reflexiona:

1. ¢Latemperatura del ambiente serd un factor para el enfriamiento?
2. :El enfriamiento de la bebida es constante?

3. (Todo el tiempo se mantiene a la misma temperatura?

Podrias realizar este pequefio experimento en casa cuando comes algtin caldo
o tomas alguna bebida caliente. A partir de la observacién y experiencia registra tus
resultados.

Definitivamente hay un'cambio de temperaturay a esa variacion es a la cual deno-
minamos tasa de cambio instantdneo.

@R ~rogresion




“La ley del enfriamiento de Newton dice que la razén de cambio de la temperatura de un objeto es
proporcional a la diferencia de su temperatura y la temperatura del ambiente”.

Analicemos la situacion

Si te sirven un café que tiene una temperatura de 75°C en una cafeteria en Ixtlan de
Juérez en el mes de diciembre, donde la temperatura del ambiente oscila en los 13°C en
promedio, tu café va a tener una tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo,
hasta llegar a igualar la temperatura del ambiente.

Mientras que en Pinotepa Nacional, en diciembre la temperatura promedio del
ambiente es de 27°C. Al servir tu café se va a enfriar a una razén de cambio con respecto al
tiempo, considerando la temperatura del ambiente y la temperatura de tu café.

Esta razon de cambio de la temperatura con respecto al tiempo se modela como:

dar

=k(T-T
L k(r-1,)
Donde

® k: esuna constante.
® T:temperatura del objeto.

® 7, :temperatura del ambiente.

Observa en los ejemplos la tasa de cambio o también denominada razén de cambio, que

: : 7 2 dT
representa la primera derivada f'(x), también descrita como = b

1. Seaplica para cuando sacas un panqué del horno que generalmente se precalienta
a 180°C, si se deja enfriar durante 15 min, y considerando la temperatura promedio
de 28°C, ;cudl fue la temperatura a la que sali6 del horno?




2. En estos dias de mucho calor en el valle de Oaxaca, hemos

registrado hasta 38°C y los autos han resentido también esta
temperatura del ambiente, llegando a registrar en prome-
dio 200°C al apagar el motor, se considera que después de
15 min la temperatura del motor ha bajado a 150°C. ;cuanto
tiempo transcurrird para que el motor disminuya su tempe-
ratura hasta los 80°C?

En un hospital se mide continuamente la temperatura de
los pacientes. La temperatura promedio del ambiente es
de 20°C. Para detectar si un paciente tiene fiebre, se con-
sidera una medicién de 38°C o més, dado que una persona
sana registra una temperatura de 36°C. Estas mediciones se
utilizan para llevar un registro y control del estado de los
pacientes.

Este proceso fue muy comun en el confinamiento,
cuando deseabamos entrar a algun sitio y pasabamos por el
termometro digital.

Pensamiento Matemdtico i1l

Enun tanque cénico se vierte agua en pies cubicos por minuto, si el tanque notiene

desagiie, ;qué tan rapido se estd elevando el nivel de agua?

M: cantidad de agua que entra en pies
cubicos.

Q: cantidad de agua que sale en pies
cubicos.

V: cantidad de agua alojada en pies
cubicos.

El planteamiento general queda
enrazonde V=M-0.

Derivando con respecto
al tiempo vy  considerando
que no tiene punto de salida
de agua.

av _aM dg

Agua
p?/min

Tanque

Revisa el QR, te ayudard a
visualizar mds ejemplos de
spara qué sirve el cdlculo en
la vida real? .
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CIERRE

Reto educcutlvo

Instrucciones: en equipos de trabajo o parejas, pueden proponer los planteamwntos
para los ejercicios.

No se busca que lleguen a la solucién final, tan solo a la comprensién de que el
cambio es un factor fundamental en su estudio de la derivada y para aplicar el concepto
de la derivada como razén de cambio instantdnea.

1. Se desea llenar una piscina de 30 metros de largo por 20 metros de ancho y 3
metros de profundidad, la cual se llena a razén de 60 litros/seg.

2. Plantea la razén de cambio del volumen con respecto al tiempo si la piscina no
desahoga el agua.

30 metros

20 metros
de largo

de ancho

3. Una placa de metal cuadrada incrementa su lado en 0.01 cm por segundo, al ser
calentada.

4. ;Cudl es la razén de cambio del drea de la superficie cuadrada de metal?

5. Elradio de un circulo estd incrementando a una razén de % cm/s. Encuentra la
razén de cambio del 4drea, cuando el radio es de 5 cm.

6. Un globo esférico estd siendo inflado a una razén de 2 cm?/s, plantea la razon de
cambio del volumen con respecto al tiempo cuando el radio es de 1 cm.

Progresiﬁm
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Explica y socializa el papel
de la derivada

'PROGREsleO ,

...para analizar una funcién (donde crece/decrece, maximo/minimos locales, concavidades)
y traza su grafica.

; b\
Categorias ! Subcategorias

B = |

M3 Comprueba los ; _

procedimientos usados en - : ' F
~ laresolucién de problemas s : i ,

- utilizando diversos métodos, C1 Procedural. - $3 Elementos variacionales.

empleando recursos : o ' ‘

~ tecnoldgicos o la interaccién . = , = = ‘

con sus pares. : : - _ - -

-

Fd = o = ™~

M4 Argumenta a favor o
en contra de afirmaciones

et C2 Procesos de intuicion y
acerca de situaciones,

; razonamiento. S1 Pensamiento formal.
fenémenos o problemas
propios de la matematica, de
las ciencias o de su contexto. .
|
.
M2 Socializa con sus | 81 Registro escrito,
conjeturas, descubrimientos C4 Interaccion y lenguaje - simbdlico, algebraico e
o procesos en la solucién de matematico. - iconogréfico.
un problema tanto teérico $3 Ambiente matematico de
- como de su entorno. : comunicacién. :
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Una de las aplicaciones mds comunes del célculo es la determinacién de valores maximos

y minimos, dicho en otras palabras, su fin es resolver problemas donde se calcula el valor
maximo o minimo de la funcién de una variable.

Por ejemplo: minimizar el error de medicién, determinar la utilidad maxima, minimi-
zar la cantidad de material para construir un contenedor, etcétera. Esto es tangible en cémo
los ingenieros especialistas deciden el empaque idéneo para un producto de tal manera
que su costo sea el minimo y que, a su vez, provea al producto de la proteccién adecuada.

Reto educativo -

e T 3 e o e T

Instrucciones: dibuja una esfera, un cilindro y un prisma rectangular. El volumen de
una esfera estd en funcién de su radio. El volumen del cilindro en funcién de su radio y
su altura y el prisma rectangular en funcién de su largo, ancho y altura.

( Tesoro digital

Reflexiona:

1. ¢La funciéon volumen de cada
figura presenta una sola variable?

2. ;Cudles si presentan una sola

: ? Para recordar cémo obtener el volumen
variable? ;Cuales no?

puedes ver este video.

Ahora, vamos a graficar la funcion
volumen para las tres figuras, pero todas
en funcién de una sola variable para
poder realizar el andlisis de forma mads X
simple. Para ello daremos las siguientes
dimensiones a las figuras:

Esfera

Prisma
rectingular

x Z
)

¥ AL
Vix) = %_,, o V(x) = nx2(2x) V(@) =@ (20(x)
r=x V(x)=2nx* Vix) = (2x)*
r=x Altura: x
h=2x Largo: 2x
Ancho: x




Para realizar la grafica puedes apoyarte en una aplicacién para graficar, como
GeoGebra.

Responde:

Flash edu 2
: s 1. ¢Cudl figura tiene mayor volumen, si

el valor de x estd definido entre 0 y 6,

En perspectiva de su resistencia, la esferaes la (0<x<6)?
mas fuerte, después el cilindro y por tltimo el S
 prisma rectangular. Lo anterior nos da una breve idea de

cémo se utiliza las funciones y su andlisis de
maximos y minimos.

' DESARROLLO

Para empezar con la solucién a la problemitica sobre dénde encontrar los maximos y
minimos de la gréfica de una funcién, empezaremos por determinar en qué intervalos la
funcién es creciente y decreciente.

Funcidn creciente y decreciente

Para determinar si una funcién es creciente y decreciente en un intervalo utilizaremos el
siguiente teorema:

7 &
Sea funa funcién continua en el intervalo cerrado [q, b] y diferenciable en el inter-
valo abierto (a, b):

Sif’ (x) > 0 para toda x en (a, b), entonces f es creciente en [a, bJ;

\_Si f’ (x) < 0 para toda x en (a, ), entonces f es decreciente en [a, b].

: Ejemplo 1.

s 3, : :
En la funcién f(x)=x-=x", vamos a encontrar los intervalos abiertos en los cuales la
2 J

funcidén es creciente o decreciente.
Solucion

Para empezar, determinamos puntos criticos de la funcién. Para ello igualamos a cero la
primera derivada de la funcién:

Funcion:

f(zc)=x3 —%xz

Progresién AECID
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Derivamos:
f'(x) =3x" -3x

Igualamos a cero:
3x? =3x=0

Resolvemos la ecuacién por factorizacién:
3(x)(x - 1) =0
Los puntos criticos son: '

x=1{0,1}

Hacemos una pequeiia tabla para indicar los intervalos que se observan:

Intervalo —o<x<0 0<x<l l<x<oo

Valor de x=-1 X=— x=2
prueba 2
SigﬂOde f'(—1)=66>0 f l =—§;—-§<0 f'(2)=66>0
f'(x ' 2 4 4 ’
(6.9]
Conclusion Creciente Decreciente Creciente

De lo anterior podemos concluir que: el intervalo que va de (—00,0) es creciente, el

intervalo (0,1) es decreciente y el intervalo de (1,%) es creciente. Observa la gréfica.

A

Cracienre st
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Mdximos y minimos relativos

Saber dénde crecen y decrecen los intervalos nos ayuda a identificar los puntos donde una
funcién deja de crecer o comienza decrecer y viceversa. Estos puntos se conocen como
extremos relativos.

® Unméximo relativo o local se produce cuando una funcién deja de crecer y empieza
a decrecer; es decir, cuando la derivada cambia de signo positivo a signo negativo.

® Un minimo local o relativo se produce cuando una funcién deja de decrecer y
empieza a crecer; es decit, se produce cuando la derivada cambia de signo negativo
a positivo.

LY Eiemplo2

T ,-.

Encuentra los maximos o minimos de f(x)=x"-6x" +15.
Solucion
Funcioén:
f(x)=x’-6x* +15
Derivamos:
f(x)=3x" -12x

Igualamos a cero:

3x"—12x=0
Factorizamos:
3x(x - ) =0
Los puntos criticos son:
x=1{0,4}

Hacemos una tabla como en el ejemplo anterior:

Valor de
prueba

Signode. (1) 15155 TP ~36.36>
f'(-1)=1515>0 7(2)=-12,-12<0 1(6)=36,36>0

Creciente Decreciente Creciente
Progresién VI
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De lo anterior, se puede concluir que la funcién tiene un maximo relativo en el punto
(0,15) y un minimo relativo en el punto (4,~17). Tal como se observa en la grafica.

oo Miimo (0, 1)

Mtimo (4, 417)

Concavidad

Para determinar los intervalos en los que la gréfica de una funcién es céncava hacia arriba
o hacia abajo se usa la segunda derivada.

Sea funa funcién cuya segunda derivada existe sobre un intervalo.
Si f"(x) > 0 para todo x, entonces la grafica de la funcién es céncava hacia arriba.

Si f"(x) <0 para todo x, entonces la grafica de la funcién es céncava hacia abajo.

_Ejemplo3

Determina los intervalos sobre los que la grafica de f(x)=-x"+3x* -2 es céncava hacia
arriba o hacia abajo.

Solucion
Para empezar, derivamos la funcién hasta encontrar la segunda derivada.

Funcion:

Derivamos:
f(x)= 3(—x3"l ) + 2(3x2~I ) -0
Obtenemos la primera derivada:

F(x)=-3x" + 6x

@R Frogresicn
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Volvemos a derivar:

[(x)=2(-3x"")+6

La segunda derivada es:

f(x)=-6x+6
Ya que obtuvimos la segunda derivada, igualamos a cero y resolvemos.

f"(x)=—6x+6 -

-6x+6=0

-bx=-6
De donde:
x=1

Entonces se debe hacer la prueba en los siguientes intervalos: (-o,1) y (1,%).

Valor de Pt G0
prueba
' F(-2)=-6(-2)+6 (1) =-6(2)+6
Signo de " _a\ A SN s
£ () f"(-2)=12+6=18 7"(1)=-12+6
18>0 -12<0

Conclusion Concava hacia arriba Codncava hacia abajo

Lagraficadela funcién es:

Concava hacia abajo i

| Céncava Nacia arriba

) (I
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Puntos de inflexion

Para determinar los puntos de inflexién se utiliza el siguiente teorema:

Si (C, 1 (C)) es un punto de inflexién de la grifica de f, entonces f”'(c)=0 o bien f”
no esta definida en x=c.

En el ejemplo anterior se observa que cuando igualamos la segunda derivada a cero,
la solucién dio como resultado que x = 1, entonces el punto (1,0) es un punto de inflexién.

CIERRE

‘Retinete en equipos de trabajo para darle solucion a los siguientes ejercicios.

@l Reto educativo

1. Determina los intervalos sobre los cuales la gréfica es creciente o decreciente,
los médximos y minimos, céncava hacia arriba o hacia abajo y los puntos de
inflexion.

a. f(x)=x'-6x"+12x
b. f(x)=2x-3x"-12x+5
C. f(x)=2x"-8x+3

d f(x)=x(x-4)

e. f(x)=x(x-4y

@R Frog-esivn
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Resuelve problemas de su entorno o
de otras dreas del conocimiento

...empleando funciones y aplicando la derivada (e.g. problemas de optimizacién) organiza
su procedimiento y lo somete a debate.

\ [ : \ / :
Metas 3 Categorias i Subcategorfas
L
| B | .
= = ®©
Lamenre Wammpars Fauatame. O mnenn (lamaams Woannang,
M4 Argumentaafavoro - ' ;
en contra de afirmaciones | - ' S1 Capamdad para observar
acerca de situaciones, ; (:2 Procesos de mtuxcmn y _ yconjeturar.
fenémenos o problemas ~ razonamiento. $2 Pensamiento mtmtwo
propms de la matematica, de $3 Pensamiento formal.
las ciencias o de su contexto. e
" 4 : -q\
M4 Construye y plantea
posibles soluciones a :
problemas de Areas de $2 Construccién de modelos.
conocimiento, Recursos C3 Solucion de problemas y S3 Estrategias heuristicas y
sociocognitivos, Recursos modelacién. ejecucion de procedimientos
socioemocionales y de su no rutinarios.
entorno, empleando técnicas
y lenguaje matematico.
M2 Socializa con sus
denjes s & e i T C4 Interaccién y lenguaje $3 Ambiente matematico de
o procesos en la solucién de - s
~matematico. comunicacion.
un problema tanto tedrico : :
como de su entorno.
/ /
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APERTURA

(Qué es la optimizacion en matemdticas?

Es buscar la mejor solucién de la forma mads eficiente utilizando la menor cantidad de
recursos que se tienen a disposicién. Dicho de otra forma, la optimizacién incluye hallar
los “mejores valores” de una funcién. Para optimizar una funcién se deben hallar los valo-
res mdximos y minimos, lo cual indica que se deben encontrar los valores en el dominio de
una funcidn para los cuales se alcanza el mdximo o minimo del codominio.

Asi que para optimizar los recursos siempre es preferible encontrar el punto mds alto
de la gréfica de una funcién o el mds bajo.

o

y Reto educdtivo = " - 0

e e 2 S A S B S

Observa las siguientes gréficas e indica los puntos mdximos y minimos:

1

a. Enla grafica ;qué se observa: un maximo, un minimo o ambos?
b. :Qué coordenadas tiene el punto maximo?
c. :Qué coordenadas tiene el punto minimo?
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@

I S

a. Enlagréfica, ;qué se observa: un maximo, un minimo o ambos?
b. :Qué coordenadas tiene?

1 0 1 2

a. Enla grafica, ;qué se observa: un maximo, un minimo o ambos?
b. :Qué coordenadas tiene?
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/@8 DESARROLLO

Problemas de aplicdciéon de minimos y mdximos

Una de las aplicaciones mds comunes del Célculo es determinar los valores méaximos y
minimos. Por eso resolveremos algunos ejemplos de estos.

_Ejemplo

Un fabricante de cajas de cartén va a realizar el disefio de una caja que le pide un cliente.
Las especificaciones que le dio su cliente son: sin tapa, de base cuadrada y un drea superfi-
cial de 696.773 cm? ¢Qué dimensiones deberd tener la caja para tener un volumen maximo?

Solucion

Altura

Lado

Lado

Como la caja tiene una base cuadrada, el volumen es:

Volumen = Areadelabasex Altura

Volumen = Lado x Lado x Altura

Como no conocemos las dimensiones de la caja, utilizaremos variables para indicar
la medida de los lados y la altura. En este caso L = Lado y A = Altura. Asi la ecuacién nos
quedaria como:

Ecuacién 1
V=I[4
Ahora utilizaremos el drea superficial de la caja para obtener una segunda ecuacion:

Areasuperficial = Areadelabase + Areadelos cuatrolados

Area superficial = ( Lado x Laa’o) +4 (Lado X Altura)
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También para esta ecuacion utilizaremos las mismas variables que la ecuacion anterior
y agregamos el dato del Area superficial que dio el cliente, Area superficial = 696.773 cm?.

Ecuacion 2

Areasuperficial = (Ladox Lado) + 4(Lado X Altum)

Como se debe maximizar el volumen de la caja, se debe expresar este como una
funcidn de una sola variable. Para ello, tomaremos la ecuacion 2 y despejaremos A. El volu-
men de la caja estd en funcién de la medida de los lados:

696.773=1* +4LA

696.773 - L} =4LA

696.773-L°
4L

A

Si se sustituye A en la Ecuacidn 1, se obtiene la funcion volumen respecto a L:

2

. ( 696.773 - L )
4L
y 8967730 - I!
4L
0961130 L
4L 4L
L3
v =174.193L - =

Es importante destacar que la ecuacion anterior representa una funcion de una sola
variable. Ahora hay que indicar cual serd el dominio de esta funcién. Para ello tomamos
los siguientes criterios:

¢. Elvalor menor: dado que el volumen no puede tener valores negativos, el valor
menor del dominio serd cero. A partir de ahi, el volumen va creciendo hasta
alcanzar el valor mayor del dominio.

d. Elvalor mayor del dominio: este valor lo esta determinando el drea superficial
de la caja, el cual debe ser de 696.773 cm?. Dado que el drea de la base de la caja
es 4 =", el valor mayor del dominio sera /§96.773 ~ 26.396 cm>-

progresion ATED
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W

Para maximizar la funcién volumen utilizaremos el criterio de la primera derivada,
para hallar los valores criticos de la funcién:

3
& _4 [174.193L— L—]
de dL 4
dv 3

—— =174.193-=1?
dL 4

17’4.193—%1‘52 =0

—EL2 =-174.193
4

174193
E

4
[} =232.257

LZ

L==1524¢em

Entonces los puntos criticos son x=-15.24 y x=15.24, pero no consideramos el
valor negativo porque estd fuera del dominio de la funcion.

Ahora, evaluamos la funcién volumen para encontrar el volumen maximo. Y sustitui-
mos el valor de x en la férmula de la altura para poder hallarla:.

3

V =174.193L—%

Sustituimos L=15.25 en la funcion:

3
v =174.193(15.24) - (1524)

V =1769.8cm’

Este es el volumen maximo que se puede obtener con la caja y la altura de la caja es:

696.773 - I
4L
Sustituyendo L = 15.25 en esta otra ecuacién, tenemos:

A

_696.773-(15.24)
-~ 4(15.24)

A=7.62cm

Las medidas de la caja serdn:
15.24 cm % 15.24 cm % 7.62 cm

@R Frooresior
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Tesoro digital

Revisa el siguiente enlace
del QR, donde podrds
observar mas ejemplos:

“Obtener el Volumen
Méximo de la caja (Mdximos
y minimos, aplicacién de las
derivadas)”.

@ Reto educativo 1
Instrucciones: en equipos resuelvan los siguientes problemas de optimizacion. Acudan
con su docente a resolver sus dudas y comparen sus resultados con los de otros equipos.

1. En una fabrica de cajas de cartdn, un cliente hizo la siguiente peticién: que
elaboren una caja con base cuadrada y un 4rea superficial de 4556cm> ;Qué
dimensiones debe tener la caja con el volumen médximo?

2. En la misma fabrica, otro cliente pide que se elabore una caja de cartén con
base rectangular. El largo debe ser 10 cm mds que el ancho, la altura de la caja
de 5 cm y debe tener un érea superficial de 1975cm’. ;Qué dimensiones debe
tener la caja con el volumen maximo?

% Ejemplo2 e VT : )

Un granjero tiene 2400 m de material para cercar un terreno rectangular, ;cudles deben ser
las dimensiones del terreno para que el drea sea maxima?

Progresién JETHD
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Solucion
Se plantea una ecuacién para el drea, como el terreno es rectangular la ecuacién serd:
Areadel terreno = (largo xAncho)
Ecuacion 1
d=xy
También se plantea una ecuacién con el siguiente perimetro, nos queda:
Perimetro = La suma detodos los lados
P=x+y+x+y
P=2x+2y
Ecuacion 2
P= Z(x + y)
De la ecuacion 2, despejamos la variable y, nos queda:

L o4
5 y

=—-x
Yy

Como el perimetro del terreno estd delimitado por la cantidad de cerca que tiene el
granjero, este serd de 2400 m.

2400
v
2
y=1200-x

Ahora sustituimos el valor de la variable y en la ecuacidn 1, de esta manera tendremos
una ecuacién que va a representar el drea del terreno y con una sola variable.

A=x(1200-x)
A=1200x - x*

Antes de hallar qué valor de x da un valor maximo del 4rea, se determina el dominio
factible. Entonces, el drea tendrd un dominio de 0 a 1200. ;Por qué 12007 Porque el perimetro
de este terreno es dos veces la suma del largo y el ancho, lo cual da un total de 2400 m. Por lo
tanto, solo podemos ocupar la mitad de la longitud de la cerca para que se pueda utilizar toda.

Dom=0=x=<1200

@R Frooresicn
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Para maximizar el drea, hallamos los puntos criticos de la funcidén drea:

4 _ 4 (12000 -x*)
v dx

EJ£=1200—2x
dx

Ya que derivamos la funcion area, igualamos a cero y resolvemos para x:

1200-2x=0
~2x = -1200
~1200
=
-2
x =600

Ya que hallamos el punto critico, sustituimos el valor hallado en la ecuacién del area
para saber cudl es el valor maximo:

A=1200x - x°

4=1200(600) - (600)*
A, =360000m

max

Por ultimo, nos falta determinar el valor del ancho del terreno:

y=1200-x
Dado que x=600:
y=1200-600
y =600

Las dimensiones del terreno seran de Largo = 600 m y de ancho 600 m.

“Dimensiones de un
rectdngulo de drea maxima”

Revisa el siguiente link del
QR donde podrds observar
mas ejemplos:

Progresién SR
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Reto educutlvo 2% ;

Instrucciones: en equipos, resuelve los siguientes problemas de optlmlzacmn, acude
con tu docente a resolver tus dudas y compara lo que obtuviste con otros equipos.

1. Un granjero d1sp0ne de 4000 m de material para cercar un terreno rectangular
contiguo a un rio de curso rectilineo. No se requiere cercar en la orilla del rio.
:Cudles deben ser las dimensiones del terreno para que su drea sea maxima?

2. Un ranchero tiene 200 m de cerca para encerrar dos corrales rectangulares.
:Qué dimensiones deben usarse de modo que el drea encerrada sea maxima?

CIERRE

Ahora es turno de que resuelvas, en tu libreta y de manera individual, un problema clasico
de la optimizacién. Si tienes dudas, revisa los ejercicios anteriores y acude con tu docente.
No olvides que lo importante es plantear una funcién con una sola variable para que pue-
das aplicar en ella el criterio de la primera derivada.

7 S—
-. Reto educutlvor___ SR

Trabajo independiente
Problema

Se desea construir una caja abierta y de base cuadrada a partir de una lamina de 40 cm
de ancho y 60 cm de largo, cortando un cuadrado en cada esquina y doblando los bordes
hacia arriba. Determina las dimensiones de la caja para que su volumen sea maximo.

“Optimizacion | volumen de
una caja sin tapa”

Revisa el siguiente enlace
del Qr donde podras
observar mas ejemplos:

@R Progresion.
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Examina la grdfica

...de funciones logaritmicas con diferentes bases y las gréficas de las funciones expo-
nenciales para describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de que la funcién

[{Pe}]

exponencial y logaritmicas de base “a” sean inversas entre si.

Metas

Categorias

e e e e e e

W)

Subcategorias

cz Procesus de mtulcwn y
mzonmento. 5 y

M2 Construye un modelo
matematico, identificando
las variables de interés, con
la finalidad de explicar una
situacion o fenémeno y/o
resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno

C3 Solucién de problemas y
modelacion.

S2 Construccion de modelos.

’ V4
-~
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APERTURA

Las bacterias son organismos procario-
tas unicelulares que se encuentran en casi
todas las partes de la Tierra. Son vitales
para los ecosistemas del planeta. Algunas
especies pueden vivir en condiciones real-
mente extremas de temperatura y presion.
El cuerpo humano estd lleno de bacterias:
de hecho, se estima que contiene mds bac-
terias que células humanas. La mayoria
de las bacterias que se encuentran en el
organismo no producen ningun dafio, al
contrario, algunas son beneficiosas. Una
cantidad relativamente pequefla de espe-
cies son las que causan enfermedades.

Las bacterias son microorganismos que pueden tener distintas formas. Pueden ser
esféricas, alargadas o espirales. Existen bacterias perjudiciales, llamadas patogénicas, las
cuales causan enfermedades; pero también hay bacterias buenas. Por ejemplo, en nues-
tro sistema digestivo, en el intestino, tenemos bacterias que son muy necesarias para que
nuestro cuerpo funcione correctamente. Lo mds sorprendente sobre las bacterias es que
en nuestro cuerpo tenemos 10 veces mds células bacterianas que células humanas. Las
bacterias también son muy importantes para la biotecnologia. (Bosh Giral, Guerra Tejada,
Herndndez Gardiadiego & De Oteyza, 2004)

Estos organismos unicelulares que adoptan diversas formas se reproducen por fisién
el cudl es un proceso mediante el que la célula duplica su material genético, se alarga y se
divide en dos nuevas células idénticas a la original. Si se encuentran con condiciones favo-
rables, esta divisién se realiza cada cierto tiempo y puede dar origen a miles de millones de
bacterias en cuestién de horas. Este crecimiento poblacional, puede describirse mediante
un modelo exponencial.

Instrucciones: para probar los efectos de un antibiético en una bacteria, un quimico
cultiva una cepa con el fin de determinar la rapidez de reproduccién. La poblacién ini-
cial es de 200 bacterias y cada hora se duplica la cantidad existente.

a. ;Cuéntas bacterias habra al cabo de 6 horas?
b. Escribe un modelo exponencial que describa el crecimiento de la colonia.

1. Paraencontrar la cantidad que habr al cabo de 6 horas elaboraremos una tabla.
Completa los datos que faltan.

@R, Progresion
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0 600
2x 600 600(2)

2 600(2)"

3 2x 2% 2% 600 600(2)’

4

5

6,

2. Analizando los resultados de la iltima columna, ;cuél es el modelo exponencml
que describe el crecimiento de las bactenas>

_Tesoro digital

En el siguiente video se
muestra lo que es una
funcién exponencial:

"7l DESARROLLO

Funcion exponencial

Vamos a tomar un nimero entero positivo cualquiera y lo vamos a llamar b, podemos hallar
sus potencias, por ejemplo:

| . 28 L3009, 2?4
1
22 =14142... 2% =025

Progresion ST




De lo anterior, tenemos como modelo matematico: 2". En este caso, la variable es el

Pensamiento Matematico 1l

exponente, por lo que a este tipo de funciones se les llama funcion exponencial.

La ecuacién de una funcion exponencial con base b tiene la forma:

Donde x puede ser cualquier valor real, b es un niimero positivo y distinto de 1y el

valor inicial A > 0.

La grafica de una funcién exponencial puede ser creciente o decreciente, segun sea
mayor o menor que 1 el valor de b.

y=A4b"

Grafica de un crecimiento exponencial Grifica de un decaimiento exponencial

Donde: b>1

SEUSS

Las gréaficas de funciones exponenciales son continuas, cortan al eje y en P (0,4) y tienen

Donde 0<b<1

por asintota al eje x, es decir, se aproximan a dicho eje, pero nunca lo tocan.

En el siguiente video se

explica como calcular la
asintota de una funcién

exponencial:

@R Froorsisn
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Instrucciones: reallza las graﬁcas de las siguientes funciones exponenciales en tu
libreta. Te sugerimos utilizar Geogebra. Indica en cada grafica si es un crecimiento o un
decaimiento exponencial, en qué punto la gréfica corta al eje y y en donde se encuentra
la asintota.

X

L el o r=(Z) 42
9. ya2(2) 5 y=3(i)x 2
ol

Modelo exponencial

Una situacion puede modelarse mediante una funcién exponencial cuando en ella, a inter-
valos iguales:

a. Se observa un incremento o decrecimiento por un valor constante.
b. Al dividir dos valores consecutivos es siempre igual a una cantidad constante.

Reto educat|v072

===

Instrucciones: resuelve en tu cuaderno con la ayuda de un compafiero de clases los
siguientes problemas. En caso de duda, acude con tu docente.

1. En una poblacién de 5 000 habitantes se esparce un rumor, cada hora la can-
tidad que se entera del mismo es el doble ;cudntas personas se enteraran del
rumor después de 12 horas de iniciado?

2. ¢Cual seré el monto en cuatro afios
de $1 500 pesos depositados en
una cuenta bancaria, que otorga
23% de interés anual?

3. En enero del 2022 adquiriste un
automovil en $285 000. Si cada
afio su valor disminuye en un 8%,
scudnto valdra tu auto en el afio
2030? Y si alguien en ese afo te

W ofrece $150 000, ;lo venderias?

En el siguiente video

se explica la solucién

de problemas usando
funciones exponenciales:

progresici_JIETHD)
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El nUmero e

Aunque podemos utilizar cualquier niimero como base en una funcién exponencial, existe
un niimero conocido como e. El numero e aparece en fenémenos de todo tipo.

n

Fl ntimero e=2.71828... es el limite de la sucesion de valores de (1 + l) cuando n
crece indefinidamente. B

Los casos mds comunes en que se utiliza el nimero ¢ es en la formula del interés
compuesto, ya que al aumentar la frecuencia n del numero de capitalizaciones de interés,
el valor de crecimiento se acerca al nimero e.

Interés compuesto n veces al afio: 5
y=A4 (1 + —)
n

En el interés compuesto n veces, los intereses se abonan en n periodos (afio, trimestre,
‘cuatrimestre, semestre, etc.).

nt

Interés compuesto continuo:
y = Aer!

En el interés compuesto continuo los intereses se abonan de manera instantdnea.

Funcién exponencial natural

La funcién exponencial con base e:

ax

y=Ae

Se denomina funcidén exponencial natural si a>0es crecimiento exponencial y si
a <0 es un decaimiento exponencial.

En el siguiente video
puedes saber mads sobre el
nimero e:

En este otro video se explica
el uso del numero e para el
calculo:

@R Frooresivn




Ahora veremos algunas aplicaciones de la funcién exponencial natural.
'_ Ejemplo 1

Depositas $8000 en una cuenta bancaria que te produce interés compuesto de 11% anual.
Calcula el saldo de tu cuenta al cabo de cinco afios, con intereses capitalizados:

Semestral.
Mensual.
Continua.

L -

Solucion

a. Sabemos que:
A=8000
n=2 =35

r=11=0.11

Sustituyendo, obtenemos:

2(5)
y= 8000(1 +%) =13665.15

b. Para este caso sabemos que n =12, y todos los demads datos son los mismos, asi

que, sustituyendo, obtenemos:
12(5)

y=8000(1+— =13831.32
- 12

¢. Y para la capitalizacién continua, usamos la funcion exponencial natural. Donde
A=8000, r=0.11y =5,

y =8000¢"""¢) =13866.02

@ Reto educativo 3 . B
e

Instrucciones: con la ayuda de un compafero de clases resuelve en tu cuaderno los
siguientes problemas. En caso de duda, acude con tu docente.

1. Obtén el monto en 3 afios de $4800 con un 7% de interés compuesto anual,
capitalizable:

a. Bimestralmente.
b. Diario.
c¢. Continuo.

progresicn_4RFFRD
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2. Utilizando la formula y =2¢™™"*'* para calcular la cantidad de carbono 14 que

subsiste en un fosil responde: ;cudl es la cantidad inicial de C,, si el f6sil tiene
100 000 afios?

3. Laecuacién y=Ae" ™" permite hallar la porcién de Radio 226 (R,,.) que sub-

siste de una cantidad inicial A al cabo de t afios. Si 4=24%, ;Cuantos g de R,,,
quedan en 60 afios?

Funcién logaritmica

Sitenemos 4° =8, se observa en la operacion que el exponente es 2,1a base es 4y el nimero
dado es 8. Esto lo podemos interpretar de la siguiente manera: 2 es el logaritmo en base 4
del niimero 8, o dicho de otro modo 2 =log, 8. '

El logaritmo de un numero sera:
Si a=b", entonces y ser4 el logaritmo en base b del numero a, es decir y =log,a.

De lo anterior si cambiamos el nimero a por la variable x, tendremos la funcién
y =log, x , la cual llamaremos funcidn logaritmica. Tomando en cuenta que x acepta valores
reales positivos y b es un nimero positivo distinto de 1.

Cabe mencionar que la funcidn logaritmica (x = b") es la inversa de la funcion exponen-
cial (y =b"). Si graficamos ambas en el mismo plano cartesiano observamos que la gréfica
logaritmica es el reflejo de la grafica exponencial sobre la recta x = y.

Logaritmos comunes y naturales

En la préctica existen dos tipos de logaritmos muy utilizados: los logaritmos comunes cuya
base es 10 y los naturales con base e.

® Logaritmo comun: logx =log,, x
® [Logaritmo natural: Inx =log, x

TR Frooresicn
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Propiedades

a. Ellogaritmo del numero 1 es cero.
log,1=0—2" =1

b. Ellogaritmo de la base elevada a un exponente es el exponente.
log,4"=x—=4"=4"

¢. FEllogaritmo de la base 1.
log,3=1—3"'=3

d. Del producto:
log, uv =1log, u +log, v

e. Cociente: -
log, — =log, u - log, v
v

f. Potencia:
log,u" =vlog, u

Ejemplo2

Desarrolla las siguientes expresiones logaritmicas

'y

mn 4 3
a. log— b. log c. logx
g'o T y

Solucidén

a.

ltogﬁ =logmn —logo =logm +logn —logo
o

Flash educativo

La formula para el cambio Ae

b

b ; 3
g log, 7y —log, x*\[y —log, Yw = log, x* + log, [y ~log, /w
log_ x

a

log b t
7/ log5 ‘/*

log,, x =

=3log, x+— logsy —log5

logx*y’ =logx* +logy’ =4logx+3logy
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log,x=2.5
Solucién

En este problema la base es 3 y su exponente 2.5; por consiguiente, x =37, para evaluar
3** usando logaritmos debemos encontrar el logaritmo con base 10 de 3*° y después su

antilogaritmo, lo que es el resultado de la operacién 3*.
x=3"
log x = log3*’
log3*® =2.5log3

log3*® =2.5(log3)

Cientifica

0.47712125471966243729502790325512

log3** =2.5(0.4771) , luego

1.1928031367991560932375697581378

@EER. Frogresion
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logx=1.1928

De donde antilogl.1928 =15.588

15.588344677043902375245946037062

- Ejemplodr . s

log, x=1.6
Solucién
x=7"
~ Evaluamos la expresién 7' por logaritmos:
logx =1log7"*

log7"® =1.6log7
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log7"* =1.3521
De donde antilog1.35210 = 22.49

Kal Calculadora cientifica

10213521

22.495725294

Por consiguiente, la solucion es x =22.49~22.5.

“Ejemplo 5

2* =8

Solucion
Si 2" =8, entonces
log2* =log8, de donde

xlog2 =log8; al despejar la x resulta:
log8

B log2

Kal Calculadora cientifica

log(8)/log(2)

X

+

EXP ANS

@I Progresion
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15 =140

Solucién
log15** =1log140
2xlogl5 =log140

Tt log140
log15

log(140)/log(15)
1824797199

EXP ANS

2x=1.8247

x=0.9124

_Ejemplo 7

:Cudntas veces es mds intenso un sismo de magnitud 3 en la escala de Richter, con respecto
al movimiento sismico mds pequefio que se puede registrar?

Solucién

R =logi
3=logi, luego

logi=3
logi=3
i=1000

Un terremoto de magnitud 3 en la escala de Richter es 1 000 veces mds intenso que el
terremoto mas pequeiio que se puede registrar.




En este video puedes
aprender mds sobre la
ecuacion de Richter:

.ﬁ@ L CIERRE

@ Reto educativo

Instrucciones: resuelve los siguientes problemas.
1
1. log,x= 5
2. logx+log5=2

3. :Cudnto dinero se tiene que invertir a una tasa de interés anual de 12% com-
puesto continuamente, para que al final de 4 afios el monto sea de $1 300 000?

4. ;Cudntas veces es mas intenso un sismo de 2.25, en la escala de Richter, que el
sismo de nivel minimo registrable?

5. Calcular el pH del vinagre si su [H*] es 2.9x107.

@EERD, Progresion




Analiza y describe un
. fenémeno

| PROGRESION] 3
L, |

...en el que la periodicidad sea un constituyente fundamental a través del estudio de propie-
dades bésicas funciones trigonométricas.

N\ o s

Metas | thegorfds. conceptos i Subcctegqn’qs, conceptos
transversales , cientificos asociados

-
FoNg 0 N N A

®

M2: Desarrolla la percepcion
y la intuicién para generar
conjeturas ante situaciones
que requieren explicacién o
interpretacion.

=5 Capacidad para observaf-y :
conjeturar. s
- $2 Pensamiento intuitivo.

C2: Procesos de intuicién y
razonamiento.

M 2: Construye un modelo
matematico, identificando
las variables de interés, con
la finalidad de explicar una
situacién o fenémeno y/o
resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.

C3: Solucion de problemas y

o S2 Construccion de modelos.
modelacion.
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B3 ArerTURA

Las funciones trigonométricas son funciones muy utilizadas en las ciencias naturales para
analizar fenémenos periddicos, es decir, aquellos cambios que se repiten sucesivamente,
siempre de idéntica forma, como ciclos biolégicos, movimiento periédico de los planetas,
movimiento ondulatorio, oscilacién de péndulos, etcétera. De hecho, constituyen la base
para la comprension y el estudio de todos los fenémenos periédicos que se dan en la natu-
raleza. Un fendmeno periddico puede representarse a través de alguna funcién periédica
como las funciones seno, coseno o tangente.

Ejemplo 1

Un reloj de pared tiene tres manecillas: una para el segundero, otra para el minutero y la
altima, para las horas. Las longitudes de ellas son: 7, 4.5 y 8.5 cm, respectivamente.

Reto educativo _ 7

Instrucciones: reflexiona y contesta.

1. ;Cudnto tarda el segundero en dar una vuelta completa?

2. (Cuanto tarda el minutero en dar una vuelta completa?

3. ;Cudnto tarda la manecilla de las horas en dar una vuelta?

-

Este fenomeno periddico se puede representar con una onda senoidal.

Longitud (1) 5
f

Tiempa (t)

@ rooesisn
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Instrucciones: reflexiona y contesta.
1.. ;Cual es el periodo para la onda del segundero o cudntos segundos le lleva com-
pletar una oscilacion?

2. :Cudl es el periodo para la onda del minutero?

3. :Qué periodo tendrd la onda de la manecilla para las horas?

4. ;Cudl es la frecuencia para el segundero del reloj o cuantas veces oscila en un
segundo? .

5. ¢Cudl es la frecuencia del minutero?.

6. :Qué frecuencia tiene la manecilla de las horas?

Instrucciones: reflexiona

1. ;Cudl es la funcién senoidal que modela el movimiento del segundero del reloj?
2. ¢:Del minutero del reloj? .

3. Y :De la manecilla de las horas?

. Progresién 4
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@ DESARROLLO

Las funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas son funciones muy utilizadas en las ciencias naturales para
analizar fenémenos periodicos. Se llaman fenémenos periddicos a aquellos cambios que
se repiten sucesivamente, siempre de idéntica forma, como por ejemplo: el movimiento
circular uniforme, las vibraciones de un diapasdn, las sefiales luminosas de un faro, etcé-
tera. El mas importante de ellos, es el movimiento vibratorio armdnico simple, el cual
constituye la base para la comprension y el estudio de todos los fenémenos periédicos que
se dan en la naturaleza. Al aplicar las funciones trigonométricas en los fendmenos perid-
dicos, uno de los aspectos a tomar en cuenta es que los dominios sean los niimeros reales.
Ahora empecemos a hablar de ellas:

Funcidén seno

La funci6n seno es la funcién definida por: f(x)= senk
Sus caracteristicas son:

Dominio = {x|xER}

Codominio ={y| yER,-1=y <1}

El periodo de la funcion seno es: 271
La funcién seno es impar, ya que:

Be s

Sen(—x) =-senx,YxER

e. Lagrafica dela funcidn seno intercepta al eje x en los puntos cuyas abscisas son:
x=nn,YnEZ

f. Elvalor maximo de la funcion seno es: 1.

El valor minimo de la funcidn seno es: -1.

5 0

La amplitud de la funcién seno es: 1.

ANAWrA
VARV VRN

@B Frooresion
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Funcidn coseno

Dominio = {x| x€ER}

Codominio ={y| yER,-1=s y =1}

El periodo de la funcién coseno es: 27

La funcidn coseno es par, ya que:

cos(—x) =cosx,VxER

e. Lagrificade la funcién cosenointercepta al eje x enlos puntos cuyas abscisas son:

P

o

A
X= E+ nw,VnEZ

f. El valor maximo de la funcidn coseno es: 1.
El valor minimo de la funcién coseno es: -1.
La amplitud de la funcién coseno es: 1.

= ®

WANY/\ErAN
VRV RV

Funcién tangente
a. Dominio=R - {% + nrt | nEZ}

b. Codominio={y|y€R}

c. El periodo de la funcion es:

d. Lafuncidn coseno es par, ya que:
cos(—x) =cosx,VxER

e. Lagraficadelafuncién coseno interceptaal eje x en los puntos cuyas abscisas son:

x=%+nﬂ:,VnEZ

progresic AETED)
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f. Elvalor maximo de la funcién tangente es: -
g. Elvalor minimo de la funcion tangente es: +®
h. Laamplitud de la funcién tangente es: °

—

Se completa las funciones trigonométricas con: cotangente, secante y cosecante.
También son funciones periddicas pero que comunmente no se utilizan para modelar
fenémenos periddicos.

Transformacién de grdficas de funciones trigonométricas

Las reglas para desplazar, dilatar, contraer, reflejar, etcétera que se pueden aplicar a las
funciones trigonométricas las podemos observar en el siguiente diagrama:

A>0: ampliaci6n o reduccion vertical.
A<Q: reflexién réspecto del eje x.
N

Desplazamiento
vertical

Desplazamiento
horizontal

—Af(Bx +C)+D
L

B>(0: ampliacién o reduccién horizontal
B<0: reflexion respecto del eje y.

@B Frosesicn
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Funciones sinusoidales
Son funciones relacionadas con las funciones seno y coseno:

y=Asen(Bx+C)+D y=Acos(Bx+C)+D

O una combinacion de estas.

Las graficas de estas funciones se pueden obtener a partir de las gréaficas de las funciones
y=senk o0 y=cosx, considerando que B> 0.

Caracteristicas de las grdficas sinusoidales

® AMPLITUD (|A| ): Es la altura desde la linea central hasta el pico o valle. Por lo
tanto, se utiliza el valor absoluto.

2 . ) .
@ PERIODO (Ejr ): Es la longitud entre un pico y otro, o entre un valle y otro.

® DESFASE (-%) : Es cuando la funcion se desplaza horizontalmente de su posiciéon
original.

® DESPLAZAMIENTO VERTICAL (D): Es cuando la funcién se desplaza verticalmente
de su posicion original. Podemos tomar como referencia la linea central.

No hay que olvidar que el eje x tiene como unidades los radianes, no los grados sexa-
gesimales, y que hay 27 radianes en una vuelta completa.

X
X

X Periodo
Amplitud

X
Amplitud Linea
‘ central

Progresién JIECEED




Desplazamiento desfase

Desplazamiento

vertical Linea

central

:
Linea
central
desplazada

— Funcion original

T
Grafica la funcién ¥ = —3sen (236 - E)

Solucién
n
Dada la funcién y = —3sen(2x — 5) , sabemos que

A=3;B=2;C=%nyD=O

Por analogia con y = Asen(Bx+C)+D

Entonces la amplitud es: |4|=|-3| =3

El periodo es: o r
B 2

| —

T

El desfase es: _E __
B

N[m
=N

Ahora observa la construccién de esta grafica a partir de la funcién y = senx:

\ Progresién

=
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Primer paso: graficamos la funcion y = sen (Qx).

Se ve en la gréfica que, ahora la figura aparece dos veces en lo que la original aparece una vez

r
Segundo paso: graficamos la funcion ¥ = sen(2x - "3“) §

T
En la grafica observamos el desfase que es de rE

Tercer paso: graficamos la funcion y = 3sen (Zx - E] .

En la grafica se observa cdmo crece la amplitud 3 veces.




M/\/\M
VITUUY

T
Cuarto paso: graficamos la funcién y = -3 sen (Zx = ;) .

Se observa como se refleja la gréfica respecto al eje x, es decir, lo que antes estaba arriba

ammmm%AAAAAAA
MR

El resultado es:

LA
VUV

@EII Progresion
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Reto educativo 1

s e T oo

Instrucciones: halla la amplitud, el periodo, el desfase y los desplazamientos vertical y
horizontal de cada funcidn y graficalas. Te sugerimos utilizar GeoGebra.

n

1. y=- 3x-—

y cos(x 2)
2. y=-2sen(3x-m)+1
3. y=4cos(x+2m)-2

3n
4, V= ZSen(x+—2—)

5 ~—lsen -2l
R 1

Aplicaciones de la funciones sinusoidales

Ejemplo 3

Si el volumen V de aire en los pulmones al respirar (aspirar y exhalar) se puede determinar
mediante una funcion de la forma: V( t) = Acos( Bt + C) + D, encuentra la funcion corres-
pondiente a la siguiente onda graficada.

exhala
/

Progresién JETID)
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Solucién
Observando la grafica, vemos que la persona aspira y exhala 0.7 litros de aire cada 4 segun-
dos. Asi que el periodo de este fendmeno periddico es: P=4 ycomo p = %T
Entonces B = C_ -

4 2
La amplitud de la onda es la longitud que hay entre la linea central y el pico:

Amplitud = valor maximo - linea central

Por lo tanto, 4 =0.8-0.45=0.35

Se observa que el desfase es de 2 segundos. Recuerda que la funcién coseno inicia en un
pico de onda y el primer pico se encuentra a 2 segundos. Y no olvidemos que ya sabemos

T
el valor de B = 5 »por lo tanto:

Desfase = ——
/¢ 3
T
. 2
Despejando C:
C=-1m

Para encontrar el desplazamiento vertical nos apoyamos en la linea central y esta se ubica
en y = 0.45, por lo que:

Desplazamiento vertical = D = 0.45

Asi que la funcién que corresponde a la onda graficada es:
V(t)=Acos(Bt+C)+D

Sustituyendo: 4 =035, B=%, C=-1 y D=045

Resulta:
v(t)= 0.35cos(£2’i —;r) +0.45

@ Frosresion




Instrucciones: resuelve los siguientes problemas.

1. La siguiente grafica muestra el comportamiento de una poblacién de peces
en un estanque durante un lapso. ¢Cudl es la cantidad méxima de peces en el
estanque durante seis meses? ;Cudl es la cantidad minima de peces en el estan-
que durante seis meses? ;Cuantos meses se repite el fenémeno periédico de
aumento y disminucion de peces en el estanque?

Determina la funcién sinusoidal que representa este fenémeno periddico.

1 Cantidad de pecas [miles}

s

2. La siguiente grafica muestra el proceso ritmico de la respiracién de un roedor
durante un tiempo t en segundos. ;Cada cudnto se lleva a cabo un ciclo de res-

piracién del roedor? ¢Cudl es la capacidad mdxima y minima de aire que tiene
el roedor?

Determina la funcién sinusoidal que representa este fenémeno periddico.

#5 1 Flujo de aire (Lis)
al

a1
14

____Tiempolsegundas},

progresion AETED
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3. Un generador de corriente alterna produce a los t segundos una corriente en

amperes dada por la funcién /(z) = 3sen(1207r = %) +16. ;Cudl es el periodo?

&Y su frecuencia? ¢Cudl es su desface? ;Cudles son las corrientes méxima y
minima que puede generar? Grafica la funcion.

4. Siel maximo y el minimo voltaje E en voltios en un circuito eléctrico son de
132 Vy 108 V, respectivamente, y tiene una frecuencia de 60 Hz. Determina

una funcién sinusoidal de la forma E()= Acos(Bt +C)+ D que proporcione

el voltaje en el circuito en cualquier tiempo t medido en segundos. ;Cudl es el
voltaje en el circuito a los 3 segundos? ¢y a los dos minutos?

5. Un péndulo simple de 26 cm de longitud empieza a oscilar después de que se
lleva hacia la derecha de la posicion de equilibrio O, a la posicion de inicio I,
formandose un dngulo de 36°. Si se registran 30 oscilaciones en 5 segundos,
calcula la elongacion del péndulo a los 2 segundos de soltar el péndulo.

( .Tesqro_di_it_!

En este video se habla
sobre el péndulo simple:

https://youtu.be/
y5SB6FCJIKIM?si=8
MyOEP1GptmU7kHZ

@I Frogresion



Selecciona una problemadtica,
situacion o fendmeno

PROGRESION] 4

Aprendizaje esperado: Selecciona una problematica, situacién o fenémeno tanto real como
ficticio para modelarlo utilizando funciones derivables.

e ————— e ——— e ———— s -

/ ~ // e 8 7 ‘“\\
{ Metas [ Categorias, conceptos "‘\ /- Subcategorias, conceptos ‘-E]
transversales cientificos asociados i

. = SR

M2: Argumenta a favor o E _

en contra de afirmaciones = e ad | 81 Capacidad para observar y
acerca de situaciones, : C2 Procesos de intuiciébny | conjeturar.

fenomenos o problemas razonamiento. | S2Pensamiento intuitivo.

~ propios de la matematica, de

( $3 pensamiento formal.
las ciencias o de su contexto. . :

M2: Construye un modelo
matematico, identificando

las variables de interés, con ; $1 Uso de modelos.
la finalidad de explicar una C3 Soluci6n de problemas y | 82 Construcciéon de modelos.
situacién o fenémeno y/o modelaci6n. | $3 pensamiento formal.

resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.

i
i
f

M3: Organiza los - - : . !
procedimientos empleados e o $2 Negociacion de

en la solucién deun Cd Interaccion v Ienpaje significados.

ot iwiele | memties e ey
someterlo a debate 0 a . ) ' |
evaluacion. / /
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APERTURA

Reto educa

~_Reto educativo

Instrucciones: reflexiona y contesta:
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Dependiente  Derivada
Discreta Exponencial
Funcién Gréafica
Independiente  Infinito
Integral Logaritmica
Polinomial Racional
Trascendente Variable




;Qué es una ecuacion diferencial?

Es una ecuacion que involucra a las derivadas de una funcién con la propia funcién y/o las
variables de las que depende. También se dice que las ecuaciones diferenciales son ecua-
ciones que explican cualquier funcién con sus derivadas. Se usan para describir la forma
en que las cosas cambian con el tiempo, ayuddndonos a hacer predicciones y tener en
cuenta tanto las condiciones iniciales como la evolucién de las variables.

{:? ,Ejémplo 1

dx?

Si una ecuacién implica la derivada de una variable con respecto de otra, entonces la
primera se llama una variable dependiente y la segunda independiente. Asi en la ecuacion:

2dy-u:@+y=x3

x PPN,
dx? dx

x es la variable independiente y y es la variable dependiente.

t es la variable independiente y y es la variable dependiente.

Una ecuacién diferencial, que solo implica derivadas ordinarias con respecto de una
sola variable independiente, es una ecuacion diferencial ordinaria (ED0). Una ecuacién
diferencial que implica derivadas parciales con respecto a mas de una variable indepen-
diente es una ecuacion diferencial parcial (EDP)

progresion ANETED
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Es una ecuacién diferencial parcial, donde x y y son variables y u es una variable dependiente.

El orden de una ecuacién diferencial es el orden de las derivadas de orden maximo que
aparecen en la ecuacion.

2 4
o i .. d X
f.aecuaciin 2 ay § xd_y +y=2x es de segundo orden, la ecuacién T xt es de cuarto
dx’ dx t

ou 0 :
ordeny 2 _x-2y esde primer orden.

dx dy

Modelacién de una ecuacion diferencial

Estudiaremos unos problemas del mundo real que involucran ecuaciones diferenciales,
a través de estos problemas introduciremos la idea de ecuacidn diferencial como modelo
matemadtico. Los problemas por estudiar tienen como objetivo presentar el andlisis que
debemos hacer al intentar modelar un problema usando ecuaciones diferenciales y no
con el propésito de resolver el problema mismo, pues resolverlo significa determinar las
soluciones de las ecuaciones diferenciales que surjan y eso se verd mds adelante, en la
universidad.

Propagacién de una enfermedad contagiosa

Modelaremos la propagacion de una enfermedad contagiosa a través de una comunidad de
personas que han estado en contacto con personas enfermas.

En primer lugar, definimos a x(t) como el nimero de personas que estdn enfermas
en un cierto tiempo ¢, siendo y(¢) el niimero de personas que atin no han sido expuestas
al contagio en ese momento 7.

. dx .
Es claro que la razén = con la que se propaga la enfermedad debe ser proporcional
dt
al nimero de encuentros o interacciones entre los dos grupos de personas. Si suponemos

que el nimero de interacciones es conjuntamente proporcional a x(t)y (), entonces un
modelo puede ser:

j‘—‘C’L
a

Donde ¢ es la constante de proporcionalidad. Consideremos una comunidad con una
poblacién fija de n personas, si inicialmente nadie tiene la enfermedad entonces y=n,
pero si a esa comunidad llega una persona enferma x =1, entonces podemos construir la
siguiente relacion.

x+y=n+l

@I Progresion
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De donde podemos despejar a ¥ como:

y=n+l-x
Y sustituir en el modelo:

%=cx(n+l—x)

Esta tltima ecuacion seria el modelo que describe la propagacién de la enfermedad a
través del tiempo. Una condicidn inicial seria que en el momento en el que llegd la persona
enferma a la comunidad comenzé a propagarse la enfermedad, esto es x(0)=1.

Cuerpos en cafda

Un objeto es lanzado desde lo alto de un edificio, en esta problematica lo que buscamos
hallar es la posicién del objeto con respecto al suelo en un tiempo ¢ después de ser lanzado
y antes de chocar en el suelo.

Al empezar el andlisis, tomemos en cuenta algunas consideraciones:

la direccidn hacia arriba, en la que es lanzado el objeto, es positiva;
la altura del edificio es 7;;
el objeto tiene una masa m;

la velocidad inicial con la que es lanzado el objeto es V, .
Ya que planteamos esas consideraciones, ahora vamos a empezar con el analisis:

Cuando el objeto cae, este se encuentra sometido a la fuerza de gravedad. Tomando
en cuenta la segunda ley de Newton sabemos que la fuerza neta F es proporcional a su
aceleracion a , esta es su ecuacion:

F=ma

Si el objeto estd en caida, la fuerza serd su peso W:
F=-W

El signo negativo del peso indica que es una fuerza dirigida hacia abajo. Ahora, recordemos
que el peso estd definido con la ecuacion:

W =mg

Donde g es la aceleracién debido a la gravedad de la tierra. Aplicando la segunda ley de
Newton, tenemos:

F=ma=-mg=-W
Es decir, a=-g . Ahora lo importante, la aceleracién de un objeto corresponde a la tasa

de cambio de la velocidad con respecto al tiempo y que a su vez la velocidad es la tasa de
cambio de la posicion del objeto respecto al tiempo, entonces:

Progresicn JEVEED




dr
dv dt) d'r
t)=—-= -
G "a @
Si r(¢) esla posicién del objeto, se tiene:
d’r
—=r"(1
dtz ( )
La ecuacion que modela nuestro problema es:
" d2
)= -2 o a7 =te

Las condiciones iniciales son:

Pensamiento Matemdtico Il]

@ Tiempo =0, el objeto se encuentra en la posicién més alta en el edificio, es decir

r(0)=ro-

® La velocidad con la que es lanzado el objeto, al tiempo ¢ =0 es v(0)=+'(0)=v,.

Resolviendo la ecuacién diferencial y obteniendo la solucién particular podremos pre-
decir la posicién del objeto con respecto al suelo a cualquier tiempo ¢ antes de caer por

completo.

8 CIERRE
e

Reto educutlvo

Instrucciones: retinete en equipo e investiguen qué otros ejemplos de modelos mate-
maticos con ecuaciones diferenciales existen. Expongan ante su grupo los casos

encontrados.

Sugerencias: modelo cazador-presa, crecimiento poblacional, crecimiento bacteriano,

ley de enfriamiento de Newton, el péndulo simple, etc.

_Tes_o‘rc_) _drigirtqu_ :

Tesoro digital

En este video se explica el modelo
de mezcla, problema de quimica:

https://youtu.be/
Gxxpzflaome?si=Lo2]B-
5TkGAS0061 /

En este video se explica el
modelo cazador-presa:
https://youtu.be/5Y-0zZVMn-
r9I?si=3Tud2w84w5q9IaEa

En este otro video se exphca
el modelo de propagacion de
una enfermedad:
https://youtu.be/xr3m0q7a-
SI0?si=Amorg2uim2dm]6]5
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PROGRESION]. 5

Considera y revisa algunas

ideas

...subyacentes al teorema fundamental del célculo.

Metas \

ﬁategoﬂas, con_ceptoh

transversales
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M4: Argumenta a favoro
en contra d.e aﬁz:mac:ones : _ 81 Capacidad para observar y
acez:ca'de situdcioties, C2 Procesos de intuicién y conjeturar.
fenémenos o problemas razonamiento. $2 Pensamiento intuitivo.
propios de la matemdtica, de - : $3 pensamiento formal.
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APERTURA

Hasta este punto hemos relacionado la curva con la recta tangente.
Aprendimos que una manera de estudiar las curvas es a través de las rectas tangentes.

Estonoslleva a la primera derivada, cuando somos capaces de encontrar la velocidad
instantanea en un punto determinado.

@ Reto educativo

Instrucciones: responde a las siguientes preguntas.

1. ;Qué nombre recibe la recta?

2. ¢Qué tipo de funcién esta representando la curva?’

3. ¢Elcélculo de la primera derivada nos da informacién sobre?
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Primera derivada o velocidad instantdnea

Acercarnos a un punto dada una funcién nos permite encontrar lo que sucede en ese ins-
tante, ya sea que dependa del tiempo, de las ventas o de otra variable que la determine.
También somos capaces de observar e identificar los maximos y minimos, incluso de ana-
lizar la concavidad y los puntos de inflexion.

Y todo ello contribuye al estudio de la derivada.

Por lo tanto, ahora concluimos que una curva contiene muchas caracteristicas que la
definen y que para estudiarla nos hemos apoyado de la recta tangente y secante.

Area bajo la curva desde el punto A al punto B

Ahora intentemos calcular el area que se cubre bajo la curva del punto A al punto B, una
idea que pudiera ayudar basados en lo que conocemos es trazar alguno rectangulos cuya
area sea base por altura.
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Entonces podriamos calcular el drea de cada rectdngulo y al final sumar las dreas.

A1+A2+A3y nos daria un valor aproximado.

Aunque con tal cantidad de rectdngulos no seria precisa el area bajo la curva pues por
encima de cada rectdngulo hay espacios vacios.

¢Qué propones hacer basado en este proceso?

Una idea es hacer mds rectdngulos y mds pequefios que cubran la mayoria de la
curva, para enseguida calcular el drea y sumarla.

Esta misma idea tuvo Riemann y le llamd asi, la suma de Riemann.

Al trazar de otra manera los rectdngulos ahora hay un sobrante por la parte superior
y no proporciona el area buscada.

Este fue el otro enfoque del cdlculo, encontrar el drea bajo la curva, dado que existen
muchas situaciones que requieren de su célculo.

Hemos llegado también al momento en el cual podemos concluir que tanto la deri-
vada como la integral tienen mucho que ver entre ellas.

Llegamos al punto de comprender que la derivada y la integral son herramientas
super poderosas y nos toca acercarnos a ellas para ir identificando su presencia en nuestra
vida cotidiana, en fenémenos como el internet, el aumento o disminucién de las poblacio-
nes, el peso de los productos que se siembran y muchisimas mas aplicaciones.
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LA DERIVADA LA INTEGRAL
o f(x+ Ax)-f(x)
im ————
Ax

Toma tu tiempo para
revisar el QR, te va a gustar
encontrar las multiples
aplicaciones que tiene.

https://www.youtube.com/
watch?v=egUrDZ]J1GSY

La derivada es reciproca de
la integral y viceversa

Ambas podemos verlas en una misma
d x S - funcién y se puede estudiar al mismo
tiempo sabiendo la informacién que

nos aporta.

Es momento de culminar nuestro
semestre con algunos ejercicios solo
de reflexion.

\ Reto educativo

Instrucciones: reunete para trabajar en grupo y poder mencionar algunos ejemplos
sobre la aplicacién del cdlculo del drea bajo la curva en la distribucién normal en pro-
babilidad y en un dibujo del cuento de EI Principito.

Solo recuerda que la probabilidad de que un evento suceda se calcula mediante el 4rea
bajo la curva.

progresicn AECHD
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Rreto educutlvot” 7

a. Laaltura en hombres de los grupos de tercer semestre de tu plantel

N°de
personas

VRN

M
media

Altura en mts

b. Las calificaciones del primer parcial de Pensamiento matemadtico III en los
estudiantes de tu plantel.

c. Enlalecturay dibujo de El Principito, dada la curva f(x), calcula el drea bajo
la curva que ocupa el elefante. Elabora tu propuesta y comparte con tus
compafieros.

LaS matemiticns
Son

po LOSAS
S\mplfs .
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